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Introduccién

La propuesta de este trabajo consiste en abordar la estructura
geométrica de un espacio (X,d, ) de tipo homogéneo estudiando la
relacion entre la topologia del espacio y la eleccion de la casi-métrica
asignada.

Ademas nos centramos en el contexto de los pesos de Muckenhoupt
como una de las tantas aplicaciones de poder cambiar la casi-métrica
por otra mas adecuada.

Comenzamos estudiando los espacios casi-métricos, haciendo énfa-
sis en las diferencias geométricas entre éstos y los espacios métricos,
en particular analizando la propiedad de que las bolas definidas por
la métrica o por la casi-métrica asociada sean o no conjuntos abiertos.
Esta diferencia puede resultar problematica para ciertas aplicaciones
en analisis, por lo tanto mostramos un conocido teorema dado por
Macias y Segovia en [MST79|, donde dada una casi-métrica se encuen-
tra otra equivalente para la cual las bolas son conjuntos abiertos. En
la demostracion del teorema mencionado se hace uso de las estructuras
uniformes y del lema de metrizacion para espacios uniformes. Al no
haber una referencia exacta del lema utilizado, nos basamos en un re-
sultado de [Kel75], que si bien no puede ser aplicado en forma directa,
nos permitird, luego de una reescritura de su demostracion, obtener el
resultado necesario para continuar con la demostracién de Macias y
Segovia.

Luego, avanzamos en el estudio de la estructura de los espacios de
tipo homogéneo, donde las propiedades de la medida juegan un rol fun-
damental para las diferentes aplicaciones. Una vez familiarizados con
su geometria estudiamos los espacios a-Ahlfors, donde las medidas de
las bolas son equivalentes a potencias de sus radios. Vemos que a pesar
de que no todos los espacios de tipo homogéneo son a-Ahlfors para
algin «, es posible definir otra casi-métrica manteniendo la topologia
original del espacio de tal forma que si sea 1-Ahlfors.

Por otra parte estudiamos el operador maximal de Hardy-Littlewood
aplicado a una medida, asi como el resultado de [ACDT14], donde los
autores hallan una familia de pesos en A, (X, d, ) siempre que el es-
pacio sea 1-Ahlfors. Finalmente, analizamos una de tantas aplicaciones
del resultado de Macias y Segovia, centrandonos en el resultado de Ai-
mar, Carena y Toschi en [ACT14] donde prueban que las clases de
pesos de Muckenhoupt definidas sobre los espacios de tipo homogéneo
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2 INTRODUCCION

con la casi-métrica original y la definida por Macias y Segovia son equi-
valentes. Esto nos permite hallar una familia de pesos relacionada con
las distancias a un subconjunto s-dimensional, cuando el espacio de
tipo homogéneo no necesariamente es Ahlfors.



Capitulo 1

Espacios métricos y casi-métricos

En este capitulo daremos una breve introduccién a los espacios casi-
métricos, esto es, conjuntos dotados de una casi-métrica. Mostraremos
las propiedades geométricas de las bolas y su relacién con los conjuntos
abiertos. Profundizaremos en un resultado importante dado por Macias
y Segovia ([MS79]) en el cual se define una casi-métrica equivalente a
la dada inicialmente de manera tal que las bolas preserven la propiedad
de ser conjuntos abiertos.

1.1. Definiciones y ejemplos

DEFINICION 1.1. Dado un conjunto X, se dice que una funcién
d : X x X — R es una casi-métrica si para todo z,y,z € X se
cumplen

(CM1) d(x,y) >0y d(z,y) =0siysdlosiz=y.
(CM2) d(z,y) = d(y,z).
(CM3) Existe una constante K > 1 tal que

d(z,y) < K(d(z, 2) + d(z,y)).

El par (X, d) es denominado espacio casi-métrico, y la constante K
es llamada constante triangular.

En particular si K = 1 se dice que d es una métrica y (X, d) un
espacio métrico.

EJempLO 1.1. El espacio euclideo R™ con la funcién | - | definida
como

1
n 2
v —yl = (Z(% - yi)2) 5
i=1
para x = (1,...,%,), Yy = (Y1, ...,Yn) €S un espacio métrico.

Las condiciones (CM1) y (CM2) se satisfacen trivialmente. Para
demostrar (CM3) recordemos antes la desigualdad de Cauchy Bunia-
kovski, la cual nos dice que dados a,b € R™ se tiene la siguiente relacion
para sus coordenadas

|albl+---+anbn|§\/a%+---+a%\/b§+---+bg.

3



4 1. ESPACIOS METRICOS Y CASI-METRICOS

Luego, aplicando la desigualdad anterior vemos que
(a1 +b1)>+ -+ (an + by)?
= (ai+ - +a)) +2(arby + -+ apb,) + (b7 + -+ b))

< (a§+---+ai)+2\/a%+---+ag\/b§+---+bg+(b§+---+bi)

2
:< a%+---+ag+\/b%+---+bi> :

y tomando raiz cuadrada en ambos miembros se obtiene

\/(a1+b1)2+--~+(an+bn)2§\/a§+---+a,%+\/b%+~-+bg.

Finalmente, para cada z,y, z € R", aplicando lo anterior a las com-
ponentes de a = x — 2 y b = z — y se tiene

‘x_y‘:\/(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2
= (@1 =2 + 1= 90) 2+ + (5 — 20) + (2 — 9))
SV(m—2) 4t (= 2)” + V(E = p) o (o= ga)

2

= |z —z[+ ]z -yl
Esto prueba que |-| satisface (CM3) con constante triangular K = 1
y por lo tanto es una métrica haciendo que (R™,| - |) sea un espacio
métrico; a la métrica | - | se la suele llamar distancia en R™.

EJEMPLO 1.2. Sobre un conjunto no vacio X se define la métrica

discreta como
0, siz=uy;
d(z,y) = {

1, siz#y.
En este caso, las propiedades (CM1), (CM2) y (CM3) se cumplen tri-
vialmente con K = 1. Al espacio métrico (X,d) se lo suele llamar

espacio métrico discreto.

EJEMPLO 1.3. Dado un espacio métrico (X, d), la funcién

d(z,y)
1+d(z,y)’

definida para =,y € X es una métrica sobre X. Para demostrar esto
notar que d'(z,y) = 0 si y sélo si d(x,y) = 0 y por ser d una métrica,
esto sucede si y sélo si x = y. Ademds d(z,y) > 0, con lo cual d’ cumple
(CML1).
Por otro lado, como d satisface (CM2), es claro que d' también la
satisface. En efecto, para x,y, z € X
d(z,y) d(y, )

d(@,y) = 1+d(z,y) Tt d(y, x) =dy,2).

d'(z,y) =
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Finalmente, usando (CM1) y (CM3) para d,

, d(w,z) 1
d(z,2) = 1+d(z,2z) b 1+ d(z, 2)
1
=1- 1+ d(z,y) +d(y, 2)
_ d(z,y) d(y, 2)
l+d(z,y)+d(y,z) 1+d(x,y)+d(y,z2)
d(z,y) d(y, z)

<
T 14d(z,y)  1+d(y,2)
=d(z,y) +d(y,2).
Entonces d’' es una casi-métrica con constante triangular K = 1.
EJEMPLO 1.4. Dado (X, d) un espacio métrico, el espacio (X, d?),
con 0 < # <1 también es un espacio métrico.
Para ver (CM1) consideremos la funcién biyectiva t — % en [0, 00).
Es claro que d(z,y) > 0 implica d’(x,y) > 0 para todo z,y € X. Ahora,
si d?(x,y) = 0, usando la biyectividad de la funcién mencionada se
tiene que d(z,y) = 0, luego por (CM1) para d se concluye que x = y
y d? cumple la condicién (CMT1). Por otro lado, como d(z,y) = d(y, z)
entonces d’(x,y) = d°(y, ) para todo x,y € X, por lo tanto (CM2) es
trivial. Luego basta probar (CM3). Para ello, veamos que para a,b > 0
yo<p<1
(1) (a+0b) <a’ +1".
Sia=000b=0, (1) se satisface trivialmente con igualdad. Si a,b > 0,
sea « € [0,1) tal que 5 =1 — a. Entonces
(a+b)7 = (a+0b)'
=(a+b)(a+b)“
=ala+b)"*+bla+b)
<aa “+bb "
— alfa + blfa
=ad® +1°.
Ahora, por ser d una métrica, para z,y, z € X, tomando a = d(z, z) y
b=d(z,y) en (1) tenemos
d(,y)” < (d(z,2) +d(z,9))" < d(w,2)" +d(z, )",

como queriamos probar.

Con esta idea de analizar potencias de una métrica, nos pregunta-
mos qué sucede si § > 1. Esto tiene un interés directo en el area del
andlisis arménico, ya que funciones del tipo d(x,y) = |z — y|* apare-
cen naturalmente, por ejemplo, en operadores muy conocidos como la



6 1. ESPACIOS METRICOS Y CASI-METRICOS

Transformada de Riesz sobre R™. Veremos en los siguientes ejemplos
que las potencias mayores que 1 de una métrica definen una casi-métri-
ca, pero no necesariamente una meétrica.

EJEMPLO 1.5. En R, d(z,y) = | — y|P no es una métrica si p > 1.
En efecto, tomando x = 0, y = 2y z = 1 tenemos |x — y[f = 2P,
|t — 2P =1y |y — 2|? = 1. Entonces

v =yl =20 > 2=z — 2 + |2 =yl
con lo cual (CM3) no se satisface.

EJEMPLO 1.6. El espacio (X, d”) es un espacio casi-métrico para
toda métrica d y todo g > 1.

Las condiciones (CM1) y (CM2) son andlogas al caso 0 < § < 1
vistas en el Ejemplo 1.4, dado que la funcién ¢ + t%, para 8 > 1,
también es biyectiva. Para ver (CM3) notar que la funcién mencionada
es convexa en [0, 00), esto es, para cada « € [0, 1]

(ot + (1 — a)s)ﬁ <atf + (1 —a)s?,
para todo ¢, s € [0, 00). Luego, siendo o € [0,1], £, s € [0,00) y usando
que la funcion es creciente se tiene
min{a, 1 — a}’(t+5)° < (at+ (1 - Oz)s)ﬁ
<at’ + (1 —-a)s’
< max{a,1 — a}(t® + ),
y para a = 1,
(2) (t+s)? <2071t + 57,

alcanzandose la igualdad cuando ¢ = s = 1. Tomando ¢t = d(x,z2) y
s =d(z,y) para x,y,z € X y usando la desigualdad triangular para d
se tiene

d°(z,y) < (d(z, 2) + d(z,y))ﬁ < QBfl(dﬁ(x, 2) + d°(z, v),

por lo que d? cumple la propiedad (CM3) con constante triangular
K = 2°71 > 1. Como la constante es 6ptima, d”’ es una casi-métrica
sobre X.

Notar que si d es una casi-métrica con constante triangular K ,
d? también lo es para 3 > 0, donde la constante triangular de d”
depende de la constante triangular de d. Més precisamente, la constante
triangular para d? es 2571 K7 lo que se sigue de utilizar la desigualdad
(2) para la casi-métrica d.

DEFINICION 1.2. Dado un espacio casi-métrico (X, d), se define la
bola con centro en x € X y radio r > 0 con respecto a la casi-métrica
d como

Bi(z,r)={y e X : d(y,z) <r}.
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Cuando no haya confusién sobre qué casi-métrica se estda usando, es-
cribiremos simplemente B(z, 7).

DEFINICION 1.3. Un subconjunto A del espacio casi-métrico (X, d)
es un conjunto abierto si para todo x € A existe r > 0 tal que

B(z,r) C A.

DEFINICION 1.4. Sea X un conjunto. Dada una eleccién .7 C P(X),
donde P(X) denota al conjunto de partes de X, .7 es una topologia
en X si se cumplen las siguientes condiciones:

(0Ol) ose TyXeT.

(02) si U,V € F entonces UNV € 7.

(03) si {U;}ier es una coleccién arbitraria de conjuntos de .7
entonces | J,., U; C 7.

El par (X,.7) es denominado espacio topolégico.

EjempPLoO 1.7. Dado un conjunto X, la topologia trivial es la dada
POr Tivial = {9, X} y la topologia discreta esté formada por las partes
de X esto es Tgiscreta = P(X).

EJeEmMPLO 1.8. En (R™,|-]) se define la topologia estandar 7; como
aquel conjunto formado por los subconjuntos U de R" tales que para
todo x € U existe r > 0 con B(z,r) C U.

En efecto, la propiedad (O1) se satisface trivialmente. Para ver
(02) sean U,V € F; y x € UNV. Luego, existen ry, ry > 0 tales que
B(z,ry) C Uy B(z,ry) C V. Asi, tomando r = min{ry,ry} se tiene
B(z,r) CUNV,conlocual UNV € 7.

Para ver (03), sea {U;}ic; una coleccién de conjuntos de .75 y sea
x € UjerU;. Luego existen j € I y r > 0 tal que B(z,7) C U; C Uie Us,
por lo tanto U;c;U; € 7.

PROPOSICION 1.1. Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Luego el con-
junto . definido como

T ={U Cc X : para todo x € U eziste r >0 : B(z,r) C U},

es una topologia sobre X y es denominada la topologia inducida por
la casi-métrica d.

DEMOSTRACION. Notar que en el Ejemplo 1.8 no se utiliza la des-
igualdad triangular que |-| satisface. Con lo cual, la demostracién para
el caso general de un espacio casi-métrico (X, d) es andloga a la reali-
zada en el Ejemplo 1.8. O

DEFINICION 1.5. Dado un conjunto no vacio X, dos casi-métricas
d y d' definidas sobre X son equivalentes, y se denota por d ~ d', si
existen constantes positivas ¢; y co tales que para todos z,y € X se
cumple que
Cld/(x7y) < d(l’,y) < C2dl('x>y>'
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LEMA 1.1. Dados dos espacios casi-métricos (X, d) y (X,d’), donde
d ~ d, las topologias Ty y Ty inducidas por las casi-métricas d y d'
respectivamente son la misma, esto es, Ty C Ty y Tg D Ty.

DEMOSTRACION. Si U € .7, entonces para todo x € U existe una
constante r > 0 tal que By(x,r) C U. Sean c¢j,ca > 0 como en la
Definicién 1.5 y consideremos § = . Si y € By/(x,d) entonces

d(.ﬁlﬁ, y) < C2d,<x7y) < 025 =T,

luego y € By(z,r) y entonces By (x,0) C U, de donde se tiene que
U e %/.

La otra inclusion es andloga tomando § = ¢y > 0 y usando la otra
desigualdad entre las casi-métricas. Asi, el lema queda probado. O

Veremos a continuacién una propiedad geométrica que satisfacen
las bolas en los espacios métricos y como esta propiedad es heredada
por las casi-métricas definidas como en el Ejemplo 1.6.

PROPOSICION 1.2. Si (X, d) un espacio métrico entonces las bolas
son conjuntos abiertos.

DEMOSTRACION. Sean z € X, r > 0 y sea y € B(z,r). Denotamos
por n = d(z,y) < r y definimos § = r —n > 0. Luego, si z € B(y,d),
por ser d una métrica

d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) <n+r—n=r,
lo que prueba que existe § > 0 tal que B(y,d) C B(z, 7). O

En el Ejemplo 1.4 vimos que si 0 < 3 < 1 entonces (X,d?) es un

espacio métrico y por la proposicién anterior se tiene que las bolas

son conjuntos abiertos. Esta propiedad también vale para § > 1, como
veremos en el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.3. Dado el espacio (X, d?) donde d es una métrica
y 8> 0, las bolas son conjuntos abiertos.

DEMOSTRACION. Fijemos z € X, r > 0y sea y € Bys(x, 7). Luego
d?(z,y) < r con lo cual y € Bd(aj,r%). Por ser d una métrica existe
ro > 0 tal que By(y,ro) C Bd(a:,r%), puesto que esta ultima es un

conjunto abierto segtin la Proposiciéon 1.2.
Afirmamos que Bys (y, rg ) C Bgs(z,r). Para ver esto, consideremos

2z € Bys (y,rg). Entonces d®(y,z) < r0 y asi d(y,z) < ro, por ser
B > 0. Luego se tiene z € By(y,19) C Bd(x,r%). Esto implica que
d(z,z) < r y por lo tanto d”(z,x) < 7 y se sigue la contencién que se
queria probar. O

Como vimos anteriormente, las bolas definidas a través de una
métrica siempre seran conjuntos abiertos. Més aun, las bolas defini-
das por casi-métricas de la forma d®, con 8 > 0, también tienen esta
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propiedad, como vimos arriba. Sin embargo, en el caso de las bolas
definidas por casi-métricas generales, esto no es necesariamente cierto
como se ve en el siguiente ejemplo que puede encontrarse en [PS09].

EJEMPLO 1.9. Se define la funcién d : Ny x Ny — R para algiun
e > 0 fijo como
(0, sin=m;
1, sin=0ym=1;
dn,m)=<1+4+¢, sin=0ym>2;
1

1,1
i

m

sin=1ym2>2;
sim>n > 2,

siempre que 0 < n < m, y d(n,m) = d(m,n) para todo 0 < m < n.
Veamos que d es una casi-métrica para Ny. Las condiciones (CM1)
y (CM2) en la Definicién 1.1 se satisfacen trivialmente. Para probar
(CM3) veamos primero que d no puede ser una métrica, es decir, que
(CM3) no se satisface con K = 1. Fijado ¢ > 0, y tomando k = 0,
m =1y n € Ny tal que n > max{2, %}, tenemos que d(k,n) =1+ ¢,
d(k,m) =1y d(m,n) = % Entonces, para estos valores vemos que

1
d(k,n)=1+¢ <1+ —=d(k,m)+d(m,n),
n

como queriamos probar.
Ahora veamos que (CM3) se satisface con K = 1+¢, esto es, dados
k,n,m € Ny, se cumple la desigualdad

(3) d(k,n) < (1 +¢€)(d(k,m) + d(m,n)).

Es claro que si dos de las variables son iguales la desigualdad vale.
Supongamos a partir de ahora que las variables son todas distintas y
tomemos primero k£ = 0. Entonces

d(O,n):{l’ sin=1;

1+¢e, sin>2,
d(m,n):{

Entonces, paran =1y m > 1,

y sl m > n,

sin=1;

—’I—%, sim>n > 2.
d0,)=1<14e< (1—|—5)(1—|—6—|—%> = (1+¢)(d(0,m) +d(m, 1)),
ysi2<n<m,

d(0,n) =1+e < (1+5)<1+5+%+%)
(4) = (1+¢)(d(0,m) + d(m,n)).

Si 2 < m < n se obtiene (3) en forma andloga a (4), cambiando los
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roles de m y n.
Sim=1yn>1,

A0.m) =14+ < (1+2) (142 ) = (14 £)(d(0,1) +d(1,m).

Con esto concluye el caso k = 0. Ahora consideramos que n = 0 y
k,m > 1. Por lo visto anteriormente y usando la simetria de d, se tiene

d(k,0) = d(0, k)

< (1+¢e)(d(0,m +dmw»
(5) 1+fxdm, d(0,m))
+ &) (d(k,m) + d(m,0)).

Por dltimo, si m = 0, dado que (k,n) <1y d(k,0),d(0,n) > 1 para
todo k,n > 1, se tiene
d(k,n) <1+4¢e < (1+¢)(d(k,0) + d(0,n)).
Supongamos ahora que k =1 y n,m > 2. Por la definicién de d se
tiene

d(1,n) < (1+s)% < (1+5)<%+%+%) = (1+&)(d(1,m) +d(m, n)).

Por una cuenta similar a (5) se ve que el caso n = 1, k,m > 2 también
vale.
Ahora, sim =1y k,n > 2, entonces

1 1

Finalmente, si k,m,n > 2 se tiene
1 1
d(k,n)=—+ —
( 7”) k n
1 1 1 1
<+ —+ =
kK- n m m

= (1+¢)(d(k,m) + d(m,n)).
Luego, podemos concluir que para todo k,n,m € Ny
d(k,n) < (1+¢)(d(k,m) + d(m,n)),
y entonces la funcién d definida para cada € > 0 es una casi-métrica.

Por lo tanto (Ny, d) es un espacio casi-métrico.

Con el objeto de ver que las bolas de este espacio en general no son
conjuntos abiertos, notemos que

B(0,14+%)={neNy:d(0,n) <1+ 5} ={0,1}.
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Sin embargo, para el elemento 1 de la bola no existe » > 0 tal que
B(1,7) € B(0,1+ 5). En efecto, como

1, sin=0;
d(l,n) =<0, sin=1;
L. sin>2,
se tiene que B(l,r) = {n €N : n>[1]} contiene infinitos nime-

ros naturales. Luego B (0, 1+ %) es una bola del espacio casi-métrico
(No, d) que no es un conjunto abierto.

1.2. Teorema de Macias y Segovia

En los espacios casi-métricos la propiedad de que las bolas sean con-
juntos abiertos es importante para diversas aplicaciones en el andlisis;
sin embargo hemos visto que esto no siempre vale. El siguiente teo-
rema fue probado por Macias y Segovia, haciendo un gran aporte en
esta direccion. Recordemos que en el Lema 1.1 probamos que si dos
casi-métricas d y d’ son equivalentes, las topologias inducidas por d y
d’ son la misma.

TEOREMA 1.1 ([MS79, Theorem 2|). Para (X,d) un espacio casi-
métrico existe una casi-métrica d en X tal que d' es equivalente a d
y las bolas de la casi-métrica d' son conjuntos abiertos en la topologia
inducida por d'.

Para la prueba del Teorema 1.1 los autores definen la familia de
conjuntos U, = {(z,y) € X x X : d(z,y) < b™"}, con b = 3K? y
n € Z y dicen usar un teorema de metrizacion de espacios uniformes
para obtener la existencia de una métrica p definida en X tal que se
satisfaga U,, C {(x,y) : p(x,y) < 27"} C U, para cada n € Z. Al no
haber una referencia exacta, nos basamos en un lema de metrizacién
dado por [Kel75], que si bien no podemos usarlo en forma directa,
nos permitira obtener el resultado necesario para la demostracion del
Teorema 1.1. Definimos primero el concepto de pseudo-métrica.

DEFINICION 1.6. Dado un conjunto X, se dice que una funcién
p: X x X — R es una pseudo-métrica si para todo x,y,z € X se
cumplen

(P1) p(z,y) = 0.
(P2) p(z,y) = p(y, ).
(P3) p(z,y) < p(z, z) + p(z,y) para todo x,y € X.

El par (X, p) es denominado espacio pseudo-métrico.
Notar que en un espacio pseudo-métrico (X, p), segin la propiedad

(P1), podrian existir z,y € X distintos tales que p(z,y) = 0, con lo
cual p no satisfaria (CM1) y podria no ser una métrica.
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En virtud del siguiente lema, establecemos la siguiente notacién:
para cada n € N, diremos que U, o U, o U, C U,_; si al tomar
(x,y), (y,2), (z,w) € U,, esto implica que (z,w) € U,_;.

LEmA 1.2 ([Kel75, Lemma 12, p. 185]). Sea X un conjunto y sea
{Up}nen una sucesion de conjuntos de X x X tales que Uy = Xx X, cada
U, contiene a la diagonal A = {(z,x) :z € X} yU,oU,oU, C U,
para cadan € N. Luego existe una funcion real no negativa p en X x X
tal que

(1) p(z,2) < p(z,y) + ply, 2) para todo x,y,z € X;

() U, C {(z,y) : p(x,y) <27} C U,_1 para cada n € N.
Si ademds cada U, es simélrico (esto es, si (v,y) € U,, entonces
(y,x) € U,), entonces eziste una pseudo-métrica p que satisface la
condicion (11).

Observemos que la familia U,, = {(z,y) € X x X : d(z,y) < b™"},
con b = 3K? y n € Z no satisface todas las hipétesis del Lema 1.2,
dado que se encuentra indexada en los nimeros enteros y el conjunto
Up = {(z,y) € X x X : d(z,y) < 1} no necesariamente coincide con
X x X. Con este problema en mente damos el siguiente resultado que
se obtuvo adaptando la demostracién del Lema 1.2 para esta familia
de conjuntos, obteniendo ademds que la funcién p es una métrica en X.

LEMA 1.3. Sea (X, d) un espacio casi-métrico con constante trian-
gular K, y para cada n € Z sea U, = {(z,y) € X x X :d(z,y) < b "},
con b = 3K?2. Luego existe una métrica p definida en X tal que para
todo n,

Up C{(x,y) : p(z,y) <27"} C U,_;.

DEMOSTRACION. Sea f : X x X — R definida como

27" sib " <d(x,y) < b,
f(x,y)z{o . (:9)
siz=uy.

Notar que f estd bien definida para todo (x,y), pues d es una casi-
métrica y por lo tanto satisface la propiedad (CM1). Sea p: XxX — R
la funcién definida como

¢
pla,y) =  inf F(@s T
(@) (eNo )4} ; @ ),
donde el infimo estd tomado sobre todas las sucesiones finitas {z;} de
longitud ¢ + 2 que unen x con y, es decir zg = x, Tyy; = Yy y x; con
1 =1,...,¢, elementos de X no necesariamente distintos.

Claramente p(x,y) = p(y,x), porque f(x,y) = f(y,x), entonces
se satisface (CM2). Ademsds, p(x,y) > 0 puesto que f(x,y) > 0. Por
otro lado, si z = y, f(x,y) = 0, y por ser p el infimo de nimeros no
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negativos, debe ser p(z,y) = 0. Para completar la demostracién de
(CM1), sean z,y € X tales que p(x,y) = 0. Luego, por ser un infimo,
dado 0 < € < 1 existe ¢ € Ny y una sucesion {z; f+(1), con xrg =Ty

xey1 =y tales que

¢
(6) plx,y) < g (i, xi41) < €.
i=0
Podemos suponer que para cadai = 0,...,¢, z; # x;,1; caso contra-

rio, podriamos quitar al elemento x;;; de la sucesién y (6) se seguiria
satisfaciendo para la nueva sucesion de longitud ¢ 4+ 1. De esto y de
la definicién de f vemos que f(z;,z;41) = 27™. Y como £ < 1 enton-
ces debe ser n; € N, para todo ¢ = 0,...,¢. Aplicando ¢ + 1 veces la
propiedad (CM3) para d y recordando que 2 < b = 3K? tenemos

4
d(flf, y) < K€+1 Z d(xla xiJrl)

=0
L
< K€+1 Z b—(ni—l)
1=0
14
< 2K€+1 Z 9N
=0
L
= 2K Z f(@i, i)
=0
< 2K e,

por lo que se tiene d(x,y) < 2K*'e para cada 0 < ¢ < 1. Luego
d(x,y) = 0y por ser d una casi-métrica debe ser z = y, lo que prueba
que p satisface (CM1).

Para ver que se cumple (CM3) sean z,y, z € X. Notemos primero
que por definiciéon de infimo, dado € > 0 existen k,m € Ny y dos
sucesiones de longitudes k + 2 y m + 2 que unen x con z y z con ¥,
respectivamente: * = zg,...,2k11 =2V 2 =Yo,---,Ymr1 = Y tales que

k m
Zf(zi72i+1) <plz,z)+e vy Zf(yiayiJrl) <p(z,y) te

=0 k=0

Luego, tomando ¢ = k+m-+1y llamando {z;}/*} a la sucesién formada

por los puntos {zo, ..., Zk11, Y1, - -, Yms1}, S€ t1ene

V4
Z Tiy i) < p(x,2) + p(2,y) + 2.
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Como esto es valido para cada € > 0 entonces p satisface (CM3) con
K =1y por lo tanto es una métrica.

Se demostrara a continuacion que para n € 7Z,
Up C{(z,y) : plx,y) <27"} C U,_1.

Para la primera inclusion sea (z,y) € U,, esto es d(z,y) < b™"
para n € Z. Si x = y entonces p(x,y) = 0 por lo que p(z,y) < 27"
para todo n. Si no, existe k € Z tal que b= < d(z,y) < b=*"Y vy
entonces f(z,y) = 27%. Ademas, dado que k era el minimo entero tal
que d(z,y) < b=*V se tiene b=F"1) < b y luego —(k — 1) < —n
por ser b > 1. Por otro lado, p(x,y) < f(z,y) = 27 y entonces se sigue
que p(z,y) < 27" ya que —(k — 1) < —n implica 2=*~Y < 27", Por lo
tanto se tiene U,, C {(z,y) : p(z,y) < 27"}

Para probar la segunda inclusién supongamos primero que para
toda sucesion de longitud ¢ + 2 € Ny que une a x con y, esto es,
r = Tg,...,%e1 =Y, hemos probado que es vélida la desigualdad

14

(7) flz,y) < QZf(ﬂfi,le)-

1=0

Luego, si p(x,y) < 27" para algin n € Z, por definicién de p se tiene
que f(z,y) < 27D y, por definicién de f, debe ser f(z,y) < 27"
Asi, nuevamente por definicién de f es d(z,y) < b~V y entonces
(x,y) € U,_1. Notar que el caso x = y ya fue considerado, pues U,
incluye a la diagonal para todo n € Z.

La demostraciéon de (7) se hard por induccién sobre la cantidad
de puntos intermedios de las sucesiones que unen a x con y, es decir,
sobre £. Notar que si x = y la desigualdad se cumple trivialmente. Sean
x,y € X. El paso base, cuando ¢ = 0, es trivial debido a que la tinica
sucesion posible de longitud 2 es zyp = x, 21 =y, y asi

fla,y) <2f(x,y) = 2f (20, 1).
Dado ¢ € N, supongamos que para cada k € Ny, con k < £, y cada

sucesion de longitud k& + 2 se tiene

k

flz,y) < QZf(ﬂfi,le),

1=0

y veamos que la desigualdad anterior se cumple para ¢. Consideremos
a= Zf:o f(xi,xi1) >0y sea 0 < j </ el maximo entero tal que

1
(i, @i41) <

.

Il
o
N
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Luego S0, (w1, 2i01) > & v ast

J (@i, zig)

i
“-

0

l
flaimin) + Y fleinwig)

i=j+1

¢
a
> B + Z f(@i, Tisa),

i=j+1

)

I
<.l

o

1=

por lo que

¢
Z f(@i, i) < g-
i=j+1
Se tiene entonces f(xg,z;) < 25 = a'y f(Tj41,741) < 2§ = a
por hipétesis inductiva. Ademés f(z;,z;11) < a. Sea m € Z tal que
270D < < 27 AT f(wo, 7y), fxg,540), f (@500, Te0) < 277y
entonces por la definicion de f, y el decrecimiento de la funcién expo-
nencial, obtenemos que (zg, z;), (z;,2j+1) ¥ (Zj4+1, Tet1) son elementos
de U,,. Si supiéramos que los conjuntos U, satisfacen la condicion
Up o Uy, o Uy, C U, para todo m € Z, entonces (xg, Tpy1) € Up1,
con lo cual f(zg,xp1) < 27™ < 2a, lo que probaria (7).
Veamos ahora que vale la inclusion anterior. Para ello consideremos
los pares (z,¥), (y, 2), (z,w) € U,,. Recordando que K > 1,

d(z,w) < K(d(z,y) + d(y, w))
< K(d(z,y) + K(d(y, z) + d(z,w)))
<K@ "KM+ K(3™mK P4+ 3 K ))
=3 KT g g 3T 2meY)
<37 (KD o)
_ g—(m—1) gr—2(m-1)
— p—(m=1)

)

entonces (z,w) € U,,_1, como queriamos probar. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1. Si X es un conjunto unitario
entonces definiendo d’ idénticamente nula se tiene el resultado. Consi-
deramos entonces X no unitario.

Sea b = 3K?, donde K representa la constante triangular del espa-
cio casi-métrico (X, d). Para cada n € Z se definen los conjuntos

Up={(z,y) eXxX : d(z,y) <b"}.
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Por el Lema 1.3 existe una métrica p definida sobre X tal que para cada
n ez

(8) Un C {(2,y) € XXX 1 p(z,y) <27"} C Upr.

Sean 7,y € X, z # y. Existe n € Z tal que b-"*Y) < d(z,y) < b7,
es decir (z,y) € U, y por (8), p(z,y) < 27". Tomando o = log, 2,
a € (0,1) y se tiene

p(z,y) < 27" = b = pp~ "YY< 2d(x, )~
Sea ahora m € Z tal que
27 mHD) < p(x,y) < 27™
Entonces de (8) se tiene que (z,y) € U,,—1, y asi
d(z,y) < b~m=b,
lo que implica que
)" < B () = ()26 (1) = 4270 < dp(a ),

Hasta aqui se ha mostrado que para x,y € X, x # y,

1
§p(x,y) <d(x,y)* < 4p(x,y).

Si x = y notar que la equivalencia anterior se cumple trivialmente.

Definimos ahora d'(z,y) = p(z, y)i para todo x,y € X. Por lo visto
en el Ejemplo 1.6, d’ es una casi-métrica, ya que é > 1, vy se tiene
entonces para todo z,y € X,

2w d (,y) < d(z,y) < 4=d'(z,y).

Por lo tanto las casi-métricas d y d’ son equivalentes, puesto que
a solo depende de la constante K. Ademds, las bolas en (X, d’) son
conjuntos abiertos por lo visto en el Ejemplo 1.6. U



Capitulo 2

Espacios de tipo homogéneo

En este capitulo equipamos al espacio casi-métrico (X, d) con una
medida con el objeto de obtener un espacio de tipo homogéneo. Una
clase particular son los espacios a-Ahlfors que se asemejan, en cierto
sentido, al espacio euclideo con la métrica y medidas usuales. Veremos
finalmente un teorema dado por Macias y Segovia en [MS79], el cual
nos garantiza que podemos cambiar la casi-métrica por otra equivalente
de tal forma que el nuevo espacio sea 1-Ahlfors.

2.1. Definiciones y ejemplos

DEFINICION 2.1. Una medida p definida sobre una o-algebra que
contiene a los borelianos del espacio casi-métrico (X, d) y a las bolas
B(z,r) donde = € Xy r > 0 decimos que satisface la propiedad de
duplicacion o que es doblante con respecto a la casi-métrica d si las
bolas con respecto a d son conjuntos medibles y existe una constante
A > 1, llamada constante de duplicacién, tal que para todo = € X
yr >0,

0 < p(B(z,2r)) < Au(B(z,r)) < oo.

Cuando p satisface la propiedad de duplicacion se define al espacio

(X,d, ) como espacio de tipo homogéneo.

OBSERVACION 2.1. En este trabajo consideraremos espacios de tipo
homogéneo tales que p({z}) = 0 para todo = € X. Estos espacios se
denominan no atémicos.

EJjemMPLO 2.1. La medida de Lebesgue A en R™ es doblante con
respecto a la métrica usual. En efecto

T2
AMB(x,2r)) = ————=2"r" = 2"X\(B(x, 7)),
donde I'(z) = [;~ ¢*'e " dt es la funcién Gamma, la cual estd bien de-
finida para z > 0. Entonces (R", ||, A) es un espacio de tipo homogéneo

con constante de duplicacion A = 2™,

EJEMPLO 2.2. En el intervalo [0,1], la medida du(t) = t~2dt es
doblante, con lo cual ([O, 1], p,) es un espacio de tipo homogéneo.
Para 0 < a < b <1 sabemos que vale la siguiente igualdad

() i((a,b)) = / 12 dt = 2(v/b — Va).

17



18 2. ESPACIOS DE TIPO HOMOGENEO

Para x € [0,1] y r > 0, probaremos que existe una constante A > 1
independiente de x y r tal que

p(B(z,2r))
1(B(z,r)) =4

. Si B(z,2r)N|0, 1] = B(z,2r), llamamos (a,b) = B(z,2r), es decir

x =4ty 2r =22 Luego, si (d/,b) = B(z,7), se tiene

(10)

3a+0b Y n 3b+a
TR 4

a = —7T

Entonces, por (9)
p(B(z,2r) 2(Vb— /a)

) (/%)
_ ai-va)
V3 ta—+3a+tb

= 3b2i\f__3\f_> . (\/31) Ta+V3at b)

:\/5<1_\/%> (V3b+a+v3a+b)

b—a
<vi(1-\f1) 22

1
<A4.
. Si B(z,2r) N [0,1] = [0,1] tenemos 2r > 1y pu(B(z,2r)) = 2.
En el caso en que también B(z,r) N [0,1] = [0,1], luego
w(B(z,7)) =2y se tiene (10) con A = 1.

Por otro lado cuando B(z,7)N|0, 1] = B(z,r), denotando con

a=x—71yb=x+r, tenemos que, como b = a + 2r entonces
b>a+3ydadoque 0 <a<b<1,por(9) se tiene

B(z,2 2 1
1(B(z T‘)): - <9 \/§+1,
p(Bar)  2(vVb-va)  ii._ 2
2
donde, para la tultima desigualdad se multiplicé y dividié por

\/3+a+/ayseusé quea<1.
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Ahora, si B(z,r)N[0,1] =[0,b), con b =z +r < 1, entonces,
como r > }1 y x > 0, tenemos
p(B(z,2r)) 1
u(B(x,r))  Va+r~
Finalmente, si B(z, r) 0,1] = (a,1], con a = x —r > 0,
entonces, dado que r > 1 sye<l1
w(B(z,2r)) B 1 1

u(B(x,r))  1—vao—r 1_\/%

. Para B(z,2r) N [0,1] = [0,z 4+ 2r) obtenemos = — 2r < 0, y
nuevamente por (9) se tiene u(B(x,2r)) = 2v/x + 2r.
Si B(z,r)N[0,1] = [0, 4 r) entonces
u(B(z,2r))  2x+2r \/_ _ 3
p(B(z,r)) 2yx +r \/_

donde usamos que 0 < x < 2r.
Cuando B(x,r)N|[0,1] = (x —r,z+1) teniendo en cuenta que
r < x < 2r podemos estimar

w(B(z,2r)) _ 2V + 2r
u(B(x,r)) 2(\/x+fr—\/x—r)

_ virw
Vr+r—yx—r
_VE
Var— v
2
V2-1

. Para B(z,2r)N[0,1] = (z—2r, 1] tenemos 1 < z+2ry 0 < 2r < 1,

por (9) es u(B(x,2r)) 2( — V& —2r).

Si B(z,r) N .Q[: ] (x — r, 1] entonces, como 1 —r <z <1
u(B(z,2r)  2(1—+z—2r)
uBr) 21— ya=r)
<1—m
T
3(1+v1—r)
14++v1=3r
6

<——F—,
14+4/1-3

IN
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=4.

Finalmente, si B(z,r) N [0,1] = (x — r,z 4+ r), entonces, usando

1 .
que x +r <1 <z+2ryquer <7, se tiene

1(B(z,2r)) _ 2(1— vz —2r)
w(B(z,r))  2(Vz+r—z—r)
_ 1—+1—4r
V1—r—+/1-2r
1—(1—4r) V1—-r+V1-2r

1-r)—(1-=2r) 14++/1—4r

4
<9
'

= 8.

Como en todos los casos fue posible hallar una constante A > 1 que
satisfaga (10), la medida du(t) = t~2d¢t es doblante, como querfamos
probar.

La siguiente proposicion es una propiedad importante que cumplen
los espacios de tipo homogéneo.

PROPOSICION 2.1. Un espacio de tipo homogéneo (X,d, i) es aco-
tado si y solo si p(X) < 0.

DEMOSTRACION. Si (X, d, 1) es acotado luego existe r > 0 tal que
X = B(z,r) y por ser p doblante, u(X) = u(B(x,r)) < oo.

Para probar el reciproco supongamos que u(X) < oo pero X no
es acotado. Sea x € X fijo. Como X = J, _ B(z,n), luego para cada
neN

neN

p(X\B(z,n)) = p(X) — p(B(x,n))
tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Por ser X no acotado entonces para cada n € N existe x,, € X tal
que z,, ¢ B(x,2n). Ademaés se tiene

d(mvx’ﬂ) —
pues si y perteneciera a la interseccion anterior entonces

d(z,z,) < K(d(z,y) + d(y,z,)) <n+ M,

d ,
y como z, ¢ B(x,2n) entonces n < % Ast, d(z, z,) < d(z, ),
lo cual es un absurdo que vino de suponer que la interseccién era no
vacia.

Por otro lado

(12) B(z,n) C B(zy, 2Kd(z, 2,)),
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dado que si y € B(z,n)y z, ¢ B(x,2n)

Ay, z,) < K(d(y, z) + d(z,2,,))
< Kn+ Kd(z,x,)
< 2Kd(x,x,).

Finalmente, usando lo supuesto para X, (12), la propiedad de duplica-
cién para py (11) se tiene

0 < u(X) = lim p(B(x,n))
< limsup u(B(iﬂn, 2Kd(z, xn))>

n—oo
< A™lfmsup p(B(z,, M)
n—oo

< A™ limsup p(X\B(z, %)),
n—oo

con m = [logy(4K?)]. Pero el ltimo término es cero, lo que es un
absurdo. Luego X debe ser acotado. U

OBSERVACION 2.2. Si (X, d, ) es un espacio de tipo homogéneo y
d' es tal que d ~ d entonces (X, d’, ) también es un espacio de tipo
homogéneo. Para probarlo debemos ver que si una medida es doblante
con respecto a d entonces lo es con respecto a d’. De la Definicién 1.5y el
Lema 1.1 existen constantes positivas c; v ¢y tales que las inclusiones
By(z,r) C Bg (:c,é) y By(z,7) C By(x,cor) son viélidas para todo
r € Xytodor>0.

Por otro lado, como p cumple con la propiedad de duplicacién para
las bolas construidas con la casi-métrica d, se tiene

1(Ba(z,7)) < p(Ba(z, car)) < o0,

y
0 < p(Ba(z, c1r)) < p(Ba (z,7)).
Ademas
(Bd/ x,2r ) ,u(Bd x,2CoT) )
=l (:L’ 2—clr)>
< By (2. 2"rr))
< A*u(By(z, err))
< A (Bd’(l‘7r))7

donde A es la constante de duplicacién del espacio (X,d,u) y k € N
es tal que 2F1 <22 < 2% mds precisamente, k = (log2 (2¢2/c1)].
Luego p cumple con la propiedad de duplicacién para las bolas de la
casi-métrica d’ como queriamos probar.
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Veremos a continuacién una propiedad importante que cumplen los
espacios de tipo homogéneo. Antes daremos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.2. Sea (X, d) un espacio casi-métrico. Diremos que
(X, d) tiene la propiedad de homogeneidad débil (PHD) si exis-
te N € N tal que para todo z € X y r > 0, la bola B(z,r) con-
tiene a lo sumo N puntos 5-dispersos; esto es, existen a lo sumo N
puntos zp,os,...,rny € B(w,r) tales que d(z;,z;) > %, para cada
i,j=1,....N,i#j.

PROPOSICION 2.2 ([CWT1, p. 67]). Sea (X,d, 1) un espacio de tipo
homogéneo. Luego el mismo cumple con la PHD.

DEMOSTRACION. Sean € X, r > 0 y sean x1, s, ..., Ty puntos
5—dispersos en B(x,7). Notemos primero que las bolas B(azi, &) son

disjuntas para todo z; del conjunto 5—disperso, pues si existiera un

punto y € B(:z:l, 4K) N B(a:j, ﬁ), entonces

(i, ;) < K (d(xi,y) + d(y, 7;)) <

Y

N3

lo cual no puede pasar.
Por otro lado, dado y € B(w;, 7%),

d(z,y) < K(d(x,:vi) —I—d(xi,y)) <Kr+ K= T(K—I— }1)
Del mismo modo se obtiene B(z,r(K + 1)) C B(wi,Kr (K+2) ),
pues si y € B(ZE,T(K - l)) entonces
d(z;,y) < K(d(zs,2) +d(z,y)) < Kr+ Kr (K+1) = Kr (K +32).
Tomando k = [log, (4K? (K + 2)) | se tiene
i (B Kr (K +2))) <0 (B(e2°%))
y por la duplicacién de p

14 (B(z,r(K—l— %))) < p(B(xi,Kr (K—i—%))) < A*p (B(xi,&)).

Sumando sobre todos los ¢ = 1,..., N y recordando que las bolas
B(x;, %) son disjuntas dos a dos

N

S (B<g;,r(K+ i))) < iu(B(%&))
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Luego debe ser N < A*. es decir, existen finitos puntos z; € X tales que
d(x;,2;) > % y la constante sélo depende de las constantes geométricas
del espacio. Il

OBSERVACION 2.3. Sea (X, d, ;) un espacio de tipo homogéneo que
satisface la PHD con constante N. Para F' C X acotado existe un
cubrimiento finito {B(z;, 5)}L, de F, para algin r > 0. En efecto,
como F' es acotado, existe r > 0 tal que F C B(x,r), para algun
x € X. De la PHD para X se tiene que en B(z,r) hay a lo sumo N
puntos g-dispersos 1, ...,zy. Por lo tanto, si y € B(x,r) es tal que
y ¢ {x1,..., oy}, existe 1 <7 < N tal que d(y,x;) < § y asi se tiene
probar.

7). Entonces F' C B(x,r) C UY, B(x, %), como querfamos

OBSERVACION 2.4. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo.
Entonces para todo x € Xy r > 0, la bola B(z,r) contiene a lo sumo
N, puntos p-dispersos para cada 0 < p < r. La demostracién de esta
propiedad es andloga a la de la Proposicion 2.2 tomando p en lugar de
5 como el factor en la dispersion inicial. En consecuencia se tiene que
para todo F' C X acotado y 0 < p < r, existe un cubrimiento finito
{B(ai. )}l de F.

En la siguiente proposicién veremos un lema de cubrimiento valido
en el contexto de los espacios casi-métricos vistos en el Capitulo 1.

PROPOSICION 2.3 ([CWTL, p. 69]). Sea (X,d) un espacio casi-
métrico que satisface la PHD, E C X acotado y {B(z,r(z))} un cubri-
miento por bolas de E. Entonces existe una sucesion a lo sumo numera-
ble de bolas disjuntas { B(x;,r(x;))}, tales que la familia { B(x;, Cr(z;))}
con C > 4K, cubre a F.

DEMOSTRACION. Como E C X es acotado podemos suponer que
sup,cp r(z) < oo. En efecto, si no fuera asf existird una bola B(z,r(x))
que contiene a F y el resultado queda probado.

Supongamos entonces que sup,cp r(x) < 0o. Por definicién de su-
premo, existe x; € F tal que r(z;) > %supmeE r(z) y denotemos por
Ey=FEy E, = E\B(z1,Cr(z1)), con C' > 1 a determinar.

Si By # @, como E; C E se tiene que sup,ep, r(z) < o0o. Luego
existe x5 € Ej tal que 7(z2) > 3 sup,cp, r(z) y definimos

Ey = E\(B(z1,Cr(z1)) U B(22,Cr(zs))).

Con este procedimiento podemos construir una sucesién {z,} a lo
sumo numerable con las siguientes propiedades

n—1
1
T, € B, = FE\ U B(xi,C’r(xi)) y r(x,) > 5 S}Elp r(z).
i=1 Tebn-1

Veamos que la familia { B(x;, r(x;))} es disjunta. Consideremos y €
B(z;,r(z;)) N B(xj,r(xj)), con ¢ < j. Luego x; € E; C E; C Ejqy
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sr(z;) < %supmeEj r(z) < 3 sup,ep, , r(x) < r(z;). Entonces
d(xi,z;) < K(d(xi, y) + d(y, z;))
( ;) + 7‘(%))

(
( (x;) + 27‘(9@))
< 3K7“(35 ).

Asi, x; € B(z;,3Kr(x;)), pero por su construcciéon z; ¢ B(x;, Cr(z;))
y asi basta tomar C' > 4K. Luego la familia { B(z,, 7(z,))} es disjunta.

Para ver que la familia {B(z,,Cr(z,))} es un cubrimiento de F,
veamos las dos situaciones posibles a partir de la construccion propues-
ta.

. Si existe N € N tal que Ey = @, la construccion termina en el
paso N y {B(z,, Or(z,))}0-! es el cubrimiento buscado.

. Si la construccion continuara mdeﬁmdamente observemos que los
radios 7(z,) tienden a cero cuando n tiende a infinito. En efecto,
si no pasara entonces existiria ¢ > 0 e infinitas bolas de radio
mayor que ¢, disjuntas y contenidas en B, donde B es una bola
tal que |J,.p B(x,r(x)) C B. Pero esto contradice la PHD que
satisface el espacio (X d).

Si existiera € E\J,—, B(x,, Cr(z,)) entonces, como r(z,)
tiende a cero cuando n tiende a infinito, podriamos encontrar
no € N tal que r(z) > 2r(x,,). Pero x € E, para todo n; en
particular z € E,,_1 y se contradice la definicién de r(z,,). Luego
{B(zp, Cr(z,))}5°, es el cubrimiento buscado. O

2.2. Espacios a-Ahlfors

Como vimos en el Ejemplo 2.1, (R",| - |,\) es un espacio de tipo
homogéneo y A\(B(z,r)) = c¢r", para todo x € R" y r > 0, donde
W%

c = s6lo depende de n, es decir, dada una bola B, su medi-

D(5+1)
da es equivalente a la potencia n de su radio. Esta propiedad se ve
generalizada en la siguiente definicion.

DEFINICION 2.3. Sea (X,d) un espacio casi-métrico. Se dice que
(X,d) es a-Ahlfors con medida p definida sobre los borelianos de
X, con o > 0, si existe ¢, > 1 tal que para todo z € Xy 0 < r < p(X),

L < M(B(x,r)) < e,re.
Un subespacio (F,d) de (X,d) se dice s-Ahlfors con medida v,

con 0 < s < a, si v es una medida de Borel con soporte en F' y existe
¢, > 1 tal que para todo x € F 'y 0 < r < didm(F)

s <v(B(z,7)) < e,
donde didm(F) = sup{d(z,y) : z,y € F'}.
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Cuando no haya confusién sobre qué medida se estda usando escri-
biremos la constante simplemente como c.

Notar que todo espacio a-Ahlfors es de tipo homogéneo. Para verlo,
por la Definiciéon 2.3, basta probar la propiedad de duplicacién para
la medida. Para ello, definamos la constante de duplicacion como la
constante A tal que ¢2% = ¢ 'A, donde ¢ es la constante dada en la
Definicién 2.3 para (X, d) con medida p, puesto que

0<c(2r)* < p(B(z,2r)) < 2%
= Ac'r® < Ap(B(z,1)) < Acer® < oo,

donde la constante de duplicacién depende de a y de c.
Sin embargo, no todo espacio de tipo homogéneo es a-Ahlfors para
algiin @ > 0 como se verd en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.3. Como hemos visto en el Ejemplo 2.2, ([0,1],]- |, u),

donde du(z) = 272dz es un espacio de tipo homogéneo. Sin embargo,
no puede ser a-Ahlfors para ningin a > 0 ya que dado 0 < e < 1,

u(B0.9) = u(0.9) = [ a7 dr =

pero

w(B(1,e)) = p((1—e,1]) :/1_ x_1/2d$:2(1—\/1—5)

S
2e

=
1+v1—-¢ 7
donde a ~ b si existen constantes ci,co > 0 tales que cia < b < cya.
Para ver la dltima equivalencia notar que como 0 < € < 1 entonces

1<1+\/1—€<2yporlotantol<#ﬁ<2.

OBSERVACION 2.5. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo
y F C X acotado. La condiciéon s-Ahlfors con medida v para F' es
equivalente a que la misma se satisfaga para todo 0 < r < ry, para
algtn 1. En efecto, supongamos primero que F es s-Ahlfors con medida
vy veamos que la condicién se satisface para todo 0 < r < ry. En el
caso 19 < didm(F') no hay nada que demostrar. Supongamos entonces
que didm(F') < ro. Si r < didm(F), nuevamente no hay nada que
demostrar; tomemos entonces didm(F) < r < ry y sea x € F. Como
v(B(x,r)) = v(F), se tiene

v(F) v(F) v(F) .,

_ N TS < _ N S — B — —d F S <
= rts = v(B(z,r)) Tam(F); iam(F)

y basta tomar ¢ = max{v(F)didm(F)~* rjv(F)~'}, dado que por ser
F acotado, de la Proposicién 2.2 se tiene v(F'), didm(F') < oo.
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Veamos ahora que si la condicién s-Ahlfors se satisface siempre que
0 < r < rg, para algin rq, entonces F' es s-Ahlfors con medida v. En
efecto, si r < didm(F) < 19 0 0 < r < ry < didm(F), no hay nada
que demostrar. Luego, supongamos ro < r < diam(F') y € F. Como,
por la Proposicién 2.2, (X, d, u) satisface la PHD y F' es acotado, por
la Observacién 2.3 existe un cubrimiento finito {B(z;, 2)}Y, de F,y
luego

Ademas, como ry < r se tiene

U(B(x,r)) > V(B(a:, %))

> *(—TO )Sd" F)*
2 ¢ N\ gy ) B
- To s
> 1 <—> s’
“ Qdigm(F)/ "
y por lo tanto, (F,d) es s-Ahlfors con medida v tomando como cons-
tante de la propiedad al max{Nc2~*, cr,*2°didm(F)*}.

El siguiente teorema muestra que sobre cualquier espacio de tipo
homogéneo (X, d, 1) se puede definir una casi-métrica que induce la
misma topologia que d que lo haga un espacio 1-Ahlfors. Si bien el
enunciado pide que las bolas con la casi-métrica original sean conjun-
tos abiertos, ya hemos visto en el Teorema 1.1 del Capitulo 1 que esto
puede suponerse sin perder generalidad. La importancia de este resul-
tado radica en poder aplicar resultados dados para espacios Ahlfors a
espacios que no lo son inicialmente, siempre y cuando se pueda obtener
una relacién para el problema planteado entre ambos espacios. En esta
direcciéon daremos una aplicacion en el siguiente capitulo relacionada
con el operador maximal de Hardy-Littlewood y la clase de pesos de
Muckenhoupt.

TEOREMA 2.1 ([MS79, Theorem 3]). Sea (X,d,u) un espacio de
tipo homogéneo tal que las bolas obtenidas con la casi-métrica d son
conjuntos abiertos. Sea 0 la funcion definida para cada x,y € X como

d(z,y) = inf{u(B) : B es una bola que contiene a x y a y},
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six #yyo(r,y) =0 sixz=1y. Luego § es una casi-métrica en X,
Mas ain, el espacio (X, 9, 1) es un espacio 1-Ahlfors y las topologias
inducidas por d y & coinciden.

DEMOSTRACION. Veamos primero que la funcién ¢ antes definida
es, en efecto, una casi-métrica.

La condicién (CM2) se satisface trivialmente. Para ver (CM1), por
la definicion de ¢ y dado que toda bola tiene medida no negativa,
d(z,y) > 0 para todo z,y € X. Para ver que d(x,y) = 0 implica z = y,
tomemos x # y, o equivalentemente d(x,y) > 0. Sea B(z,s) una bola
que contiene a z y a y. Luego

r=d(z,y) < K(d(z,2) +d(z,y)) <2Ks,
y B(z,r) C B(z,3K?s), dado que si w € B(z,r) entonces
d(w,z) < K(d(w,z) +d(z,z)) <2K*s+ Ks < 3K"s.
Como p es doblante con respecto a d se tiene por lo anterior que
0 < 1 (Bla.r) < (B(2,3K7)) < Cu(B(=.9)).

donde C' > 0 depende de las constantes geométricas del espacio. Luego,
como B(z,s) es arbitraria, la desigualdad vale para el infimo de tales
medidas. Con lo cual

0<C'u(B(x,r)) <z, y),

y con esto se tiene que ¢ satisface (CM1).

Para ver (CM3) sean z,y,z € X'y B(u,r), B(v,s) dos bolas ta-
les que z,z € B(u,r) e y,z € B(v,s) (ver Figura 1); sin pérdida de
generalidad se puede suponer s > r. Dado que K > 1 es claro que
y € B(v,s) C B(v,3K?s). Ademés

d(z,v) < K(d(z, 2) + d(z,v))
< K(K(d(z,u) +d(u,z))) + Kd(z,v)
<2K*r+ Ks
< 3K%s,
entonces B(v,3K?%s) es una bola que contiene a z y a y. Por definicién
de ¢ y recordando que i es una medida doblante existe una constante

C > 0 tal que

6(z,y) < p(B(v,3K%s)) < Cu(B(v,s)).
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FIGURA 1

La desigualdad anterior es vélida para cualquier bola B(v,s) que
contenga a z y a y. Con lo cual

d(z,y) <inf{Cu(B(v,s)) :y,z € B(v,s)} = Cd(y, 2),
y como 0(z, z) > 0 entonces
6(z,y) < C(0(z,2) +6(z,y)).

Esto prueba que d es una casi-métrica.

A continuacién se probard que las topologias inducidas por d y ¢
coinciden. Denotaremos por B(x,r) y Bs(x,r) a las bolas con centro
en x € X y radio r > 0 generadas por las casi-métricas d y 4, respecti-
vamente.

Observar que como p({z}) = 0 < r, existe y € Bs(z,7), y # z.
Veamos ahora que vale la siguiente igualdad:

(13) Bs(z,r) = U{B : B es una d-bola, v € By pu(B) < r}.
En efecto, si y € Bs(z,r) entonces d(z,y) < r y por definicién
0(x,y) = inf B) <r.
() = B (B

Entonces existe B tal que x,y € By u(B) < r, y asi
y € U{B : B es una d-bola, v € By p(B) <r}.

Por otro lado, si existe una d-bola B tal que x,y € By u(B) < r, se
sigue que d(z,y) <r ey € Bs(x,r).

Como las bolas de la casi-métrica d son abiertas y la uniéon de con-
juntos abiertos es un conjunto abierto, entonces Bs(x,r) es abierto en
la topologia inducida por d. Esto muestra que 75 C 7.

Para ver que 9; C J; consideremos una constante positiva C
tal que p(B(z,3K%s)) < Cu(B(z,s)), para todo z € Xy s > 0
y sea t = C'pu(B(z,7)) > 0. Veamos que Bs(z,t) C B(z,r). Sea
y € Bs(x,t). Entonces existe una d-bola B(z, s) tal que z,y € B(z, s)
con u(B(z,s)) < t. Luego y € B(x,2Ks) C B(z,3K?s), pues

d(z,y) < K(d(z,2) + d(z,y)) < 2Ks,
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y
d(y,z) < K(d(y,z) + d(z,2)) < 2K*s + Ks < 3K"s.

Ademas
p(B(z,2Ks)) < pu(B(z,3K%s)) < Cu(B(z,s)) < Ct.

Pero Ct = /L(B(x,r)) por lo que 2Ks < r, y asi B(z,2Ks) C B(x,r),
lo que prueba que y € B(x,r). Luego B(x,r) es abierto con respecto a d.

Hasta aqui, § es una casi-métrica que define la misma topologia que
d. Finalmente, para ver que (X, d, 1) es 1-Ahlfors observemos primero
que las bolas Bs son conjuntos abiertos, luego son p-medibles puesto
que i es una medida definida sobre los borelianos de X.
Sea 0 < r < 1 (X), z € X. Debido a que pu({z}) = 0, existe n € Z
tal que
p(B(z,2") <r < p(B(z,2")).

Esto puede verse considerando la sucesién numérica {u(B(z,2")) bnez
y observando que es estrictamente creciente por ser p una medida y
(X,d, ) no atémico.
Luego B(x,2") C Bs(xz,r) y por la propiedad de duplicacién de p
existe ¢; < 1 tal que
1(Bs(z,7)) > p(B(z,2") > aip(B(z,2")) > ar.

Ahora, por lo visto en (13) vale que
Bs(x,r) = U{B cx € B, u(B) <r}.

Consideremos R = sup{s > 0: z € B(z,s),u(B(z,s)) <r,z € X}, y
para n € N definimos R,, = min{R,n} y

Bs(x,r,n) = U{B =B(z,s):x € B, u(B) <r, s<R,}.

Claramente Bs(z,r,n) C Bs(x,r,n+ 1)y Bs(x,r) = ., Bs(x,r,n).
Luego, para ver que existe co > 0 tal que

u(Bg(a:, 7“)) < cor,

serd suficiente mostrar que M(Bg(l’,?”, n)) < cor para todo n € N, ya
que pu(Bs(x,r)) = w(UBs(x,r,n)) = im0 1(Bs(z, 7, n)).

Por definicién de Bg(z,r,n) podemos tomar una bola que llama-
remos B(z,,r,) tal que € B(wy,1y), p(B(@n, 1)) <1y rm > &2
donde esta ultima propiedad se desprende de la definicién de R, y por
ser R un supremo. Luego para todo y € B(z,s), con B(z,s) tal que

w1 (B(z,8)) <r que contiene a z y s < R, vale que
d(y, z,) < K (d(y, ) + d(z, z,))
< K(K(d(y, 2) + d(z,2)) + d(z, z,))
< KQ2KR, +1,)
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< K(4Kr, + 1) < 5K?r,,

con lo cual B(z,s) C B(z,,5K?r,) para cualquier B(z,s) que contiene
ax con s < R, y por la propiedad de duplicaciéon existe co > 1 tal que

1(Bs(z,m,n)) < p(B(xn, 5K%ry)) < cop(B(2n,10)) < cor.
Como se hallaron constantes positivas ¢; y ¢y tales que
ar < p(Bs(z,r)) < cor,

tomando ¢ = méx{cl_l,CQ} > 1 se tiene que el espacio (X0, 1) es
1-Ahlfors con constante c. g



Capitulo 3

El operador maximal de Hardy-Littlewood

En este capitulo daremos las definiciones necesarias para compren-
der en un sentido practico la utilidad de los cambios de casi-métricas
en la busqueda de generalizar resultados. En este sentido, el objetivo
serd mostrar que la conocida clase de pesos de Muckenhoupt se man-
tiene invariante ante las diferentes topologias de los espacios (X, d, )
y (X,6, 1), para § dada en el Teorema 2.1, pudiendo con ello aplicar
resultados conocidos en espacios Ahlfors y obtener asi familias de pesos
en espacios de tipo homogéneo mas generales.

3.1. Definiciones y ejemplos

Para el desarrollo de este capitulo, debemos definir uno de los ope-
radores basicos del andlisis armonico, el operador maximal de Hardy-
Littlewood, que resulta ser el operador que caracteriza a la clase de
pesos de Muckenhoupt. En efecto, dichos pesos pueden verse como las
densidades de las medidas que preservan la acotacion del operador ma-
ximal sobre espacios de Lebesgue, los cuales definimos a continuacion.

DEFINICION 3.1. Sea (X, i) un espacio de medida. Denotamos por
LP(X, ), para 1 < p < oo, al espacio de funciones f : X — R cuya
p-ésima potencia es integrable. La norma de f € LP(X, u) se define

como )
Hﬂu=:(AQdeu)”.

Se dice que una propiedad vale u casi todo punto de un conjunto X,
y se escribe p-c.t.p. si no es valida en a lo sumo un conjunto de medida
nula.

Cuando p = oo entonces L™ (X, i) estd compuesto por las funciones
acotadas p-c.t.p., es decir las funciones tales que para algin C' > 0

u({r €X: |f(@)] > CY) =0,
y la norma de f € L>®(X, u) es el infimo sobre todas las constantes C
que cumplen con esa propiedad, y se denota por || f||sc-
Una herramienta importante que utilizaremos es la desigualdad
de Holder. Esto es, si 1 < p,q < 0o, con %—l—é = 1 (donde entendemos

é = 0), entonces para todo par f,g de funciones medibles en (X, ),
se tiene

1Fglle < W f1lp llgllg:

31
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o en forma equivalente

[isaans< ([ If\pdu); (f rgrqdu);

DEFINICION 3.2. Se dice que una funcién f es localmente integrable
en un espacio de tipo homogéneo (X,d, uu), si f € L'(K, u) para todo
K C X compacto, y lo denotamos por f € L (X, p).

DEFINICION 3.3. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo y
f : X'— R una funcién localmente integrable. Se define el operador
maximal de Hardy-Littlewood para cada x € X como

5 /.11

Cuando du = dx en R™, denotaremos al operador maximal por M.

M, f(x) sup

Si v es una medida de Borel, esto es, su dominio es la o-algebra de
Borel en X, esta definicién se extiende para v no negativa tal que las
bolas tienen medida finita como

=su v(B)
M“V(I) B BBI; N(B)’

y su version centrada se define como

U ola) — e V(B@:)
My (z) = r>gu(3(x 7”))

OBSERVACION 3.1. Si p es doblante entonces M, es equivalente a
M,,. En efecto, dado que M,, < M, trivialmente, basta ver que existe

C > 0 tal que M v(x) < Cﬂuu(x), para todo z € X y toda medida
v. Sean y € X y r > 0 tales que B(y,r) es una bola que contiene a z.
Si z € B(y,r) entonces

d(z,z) < K(d(z,y) + d(y,z)) < 2K,
y siw € B(x,2Kr)

d(w,y) < K(d(w,z) + d(z,y)) < K(2Kr +r) = (2K* 4+ K)r.
Luego B(y,r) C B(x,2Kr) C B(y, (2K2+K) ) y por duplicacién de p
tenemos que u(B(y, (2K?+ K)r)) < Alu(B
l.

entero tal que log,(2K? + K) <
Por lo tanto

v(B(y,r)) ,u(B(x,2K7‘)) (B(x 2KT) )
wuBly,r) = wBly,r) u(B(z, 2Kr))
- w(B(y, (2K* + K)r)) v(B(z,2Kr))
- u(Bly.r)  p(B(x,2K7))

(y,7)) donde [ es el minimo
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v (B(z,2KT))
~ u(B(z,2Kr))

Tomando supremo en r se obtiene la cota de lado derecho para cualquier
y. Luego tomando supremo en el miembro izquierdo sobre todas las
bolas que cubren a x se tiene M,v(z) < A'M,v(zx), como querfamos
probar.

EJEMPLO 3.1. Sean (R", ||, A\) y f : R" — R una funcién constante,
esto es, f(x) = ¢, para algun ¢ € R y todo € R™. Se tiene

1 1
Mf(z) =su / )| dt =su /cdt:c.
() SUP S 1@l SUD S |l dt =1

EJEMPLO 3.2. Sean (R,|-|,A), a,b € R, a < b, y definamos f
como la funcién caracteristica del intervalo [a,b], f(z) = X[ (). Sea
m,.(f)(z) el promedio de f en (z —r,x +r) paraz € Ry r > 0. Esto
es

AM(z =r,z+7)Na,b))

m(f)(@) = - .

Para « € (a,b) se tienen los siguientes casos:
osi(z—rx+7)Cla,b]
1 /”’” THr—z+r

S T
2r 2r ’

r—r

1 minfetrb) min{z +r,b} —a
r = — dt = ’ <1,
(D) =5 [ s S
dadoque z+r<a+2ryb—a<r;
.siz+r>0b

I b — max{z —

mw) =g [ = tEmEEEn o
2r max{z—r,a} 2r

dadoquez —r>b—2ryb—a<r;
Entonces la funcién m,.(f)(x), para x € (a,b), alcanza su maximo

cuando (z — 7,z + 1) C [a,b], por lo que M f(z) = 1.
Para x < a, se tiene

1 /mfn{erT’b} 5t — min{z +r,b} —a

me()e) = o =

Sir <a—xlamedidade (x —r,z+7)Na,bl esnulaysir >b—x
la integral es 22 vy tiende a cero cuando r tiende a infinito. Por otro
lado,sia—z <r <b—uz,0<m(f)(r) <232y el maximo se alcanza

2r
b—a
2r
cuando r = b — x.
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Para = > b, se tiene

my(f)()

I b —max{z —r,a}
2r méx{z—r,a} 2r
y procediendo andlogamente al caso = < a, se puede ver que m,.(f)(z)
alcanza su maximo cuando r = x — a.
En conclusion, hemos probado que el operador maximal centrado
de una funcién caracteristica de un intervalo viene dado por

b—a

=)’ six < a;
M(X[a,b])(x) =41, si x € (a,b);
2&__‘2) six >b.

EJEMPLO 3.3. Sean (X, d, ;1) un espacio de tipo homogéneo y dy la
medida delta de Dirac en algin zy € X, definida como dp(xg) = 1y
do(x) = 0 para todo = # z,. Entonces

r
= sup ———=
r>d(z,x0) N(B(xyr))

1
p(B(z,d(z,x0)))’
donde B(z,s) = {y € X : d(z,y) < s}.

En el contexto de espacios de tipo homogéneo se tiene el siguiente
resultado de acotacién para el operador maximal conocido como tipo
débil (1,1). La demostracién para el operador actuando sobre funcio-
nes localmente integrables puede verse en [GCRAF85]. Veremos més
adelante que, en general, los operadores que satisfacen la acotacion de
tipo débil (1,1) cumplen con la desigualdad de Kolmogorov, la cual
utilizaremos en la demostracion del Teorema 3.2.

TEOREMA 3.1 ([CWT71, Théoreme 2.1]). Sea (X,d,u) un espacio
de tipo homogéneo. Si v es una medida finita entonces el operador ma-
zimal de Hardy-Littlewood para medidas es de tipo débil (1,1), esto es,
para todo o > 0 existe una constante positiva C' tal que

C
(14) p({r € X: Muv(z) > a}) < EI/(X).

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrarlo para el operador maxi-
mal centrado, pues hemos visto que son equivalentes.

Sean v una medida finita, £, = {z € X : M,v(z) > a} vy
El = E, N B(xg, R) para cada R > 0 y algtin zy € X. Para todo
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r € Ef existe r = r(z) > 0 tal que
v(B(z,r))
#(B(.1)

Claramente {B(x,7(x))}sepr es un cubrimiento para Ef y por la Pro-
posicién 2.3 existe una sucesién a lo sumo numerable {z;}ic; C EX,
tales que las bolas de la familia {B(xi,r(xi))}ig son disjuntas y la
familia {B(z;, Cr(x;)) }ier, con C' > 4K, es un cubrimiento de Ef.
Luego

> Q.

v(X) > v < U B(z;, r(a:z))>

iel
= Z I/(B(ZL‘Z', r(mz)))
iel
> aZu(B(xi,r(xi)))
iel
> g ZM(B(IZ,CT(IZ)))
C e
a
> — (B,
= FiE)
con C = [log,(C)], independiente de i y R. Tomando R — oo se
obtiene (14). d

Como observamos anteriormente, del hecho que el operador maxi-
mal M, es de tipo débil (1, 1) se desprende la desigualdad de Kolmogo-
rov para M,,. Probaremos dicha desigualdad para un operador general
T de tipo débil (1,1), es decir, que satisface una desigualdad anéloga
a (14).

LEMA 3.1. Sean (X, pu) un espacio de medida y T un operador de
tipo débil (1,1) que actia sobre medidas en X. Para toda medida v,
0<v<1,yFE un conjunto de medida p finita que contiene al soporte
de v, entonces existe una constante C' dependiendo de vy tal que

[E Tw(@)[" du(z) < Cu(E)"v(E)".

DEMOSTRACION. Escribimos la integral en términos de la funcién
de distribucién

vl duw) = [~ o u(ts € B Tvt) > a}) da

Por ser T' de tipo débil (1,1) existe una constante positiva C tal
que p({z € E : Tv(z) > a}) < Sy(E). Mas an, como se tiene
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p{zx € E:Tv(z) > a}) < pu(F), entonces

/E |Tv(z)]” du(x) < 7/00 o 'min (u(E), gy(E)) da

0

Cv(E)
(E) o
< ’y/ Q" (B da + 7[ Ca’ ?v(E)da
0 Cv(E)
n(E)
o

< u(E) (E)T,

L=
donde usamos que

: Cu(E).
w(E), si0<a< ) -

gl/(E), si C}Eg) < a<oo.

mmwwLQ@JZ{

En 1972, B. Muckenhoupt publicé [Muc72], en donde desarroll la
teoria de desigualdades pesadas para el operador maximal de Hardy-
Littlewood. Su problema principal era determinar la clase de funciones
w en R™ tales que cuando du(z) = w(z)dz, exista una constante C
independiente de f tal que

(15) [ mr@raw < [ 1P )

para algin 1 < p < oco. Las densidades w para las cuales se satisface
(15) son caracterizadas por la clase de Muckenhoupt A,(R", |- |, A). En
lo que sigue daremos la definicién de esta clase para un espacio de tipo
homogéneo (X, d, ).

DEFINICION 3.4. Un peso w es una funcién no negativa localmente
integrable definida sobre un espacio de tipo homogéneo (X, d, p).
Dado un peso w y un conjunto medible F; se usa la notacion

w(B) = [ wg

para denotar la w-medida del conjunto F£.

DEFINICION 3.5. Diremos que un peso w pertenece a la clase de
Muckenhoupt A, (X, d, p) para 1 < p < oo si existe C' > 0 tal que

i (o) (o)<

para toda bola B en X, y para p = 1 si existe una constante C' tal que
(16) Myw(e) < Cule),

para p-c.t.p x € X. Se define A (X,d, ) = UpZl A, (X, d, ).
Cuando no haya confusién sobre qué espacio se esta trabajando
escribiremos simplemente A,, para 1 < p < 0o y denotaremos w € A,.




3.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 37

OBSERVACION 3.2. La condicién A; es equivalente a que para toda
B en X, existe una constante C' tal que

(17) w(B) < Cw(x),

para p-c.t.p. x € B. En efecto, dado que trivialmente (16) implica

(17), basta probar la otra implicacién. Para esto tomemos = € X tal

que M, w(x) > Cw(zx). Luego, por definicién del operador maximal,
w(B)

existe una bola B en X tal que B > Cw(z), y por (17), z pertenece

a un conjunto de medida nula, como se queria probar.

Las siguientes propiedades de los pesos en A, son consecuencias de
su definicion.

LEMA 3.2. Sea (X,d, 1) un espacio de tipo homogéneo y w un peso
en (X,d, p).
(1) Siw e A, entonces cw € A, para todo c >0y 1 <p < oo.
() A, C A, si1 <p<q<o0.
() Siw € A, para 1l < p < oo, entonces wdp cumple con la
propiedad de duplicacion.

DEMOSTRACION. Para probar (1) tomemos ¢ > 0. Consideremos
primero p = 1. Por definicién del operador maximal y la hipdtesis

M, (cw(z)) = e Muw(z) < cCuw(z),

donde C es la constante de la condicién A; para w; luego cw € Aj;.
Si p > 1, para cada bola B en X, se tiene

) (o)
“ o) ([oom) <o

entonces cw € A,.

Para ver (11), observemos que el caso ¢ = oo se desprende de la
definicion de A... Ahora, sean 1 = p < ¢ < ooy w € A;. Dada una
bola B en X, existe una constante C' tal que

2B) < Cuw(a)
p(B)

para p-c.t.p x € B. Entonces, como 1 —¢q < 0,

(fosan) < ([ (5") o)

1

= 0 ((uB) T w(B)T u(B)) "
= C (B w(B),

q—1
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con lo cual
1 ) -t
wd,u) (/ wi-a du) <C,
n(B)4 (/B B

yw e A,

Si p > 1, utilizando la desigualdad de Holder con los exponentes
conjugados 1%2 y ;—:Z (pues i%’q’—l—’l’%g =1y1< ﬁ,l%z < 00) se
obtiene

/wllq d;L:/wll‘ZXBdMS (/ wllqi_’q’XBdl‘)
B X X
1p< pP—gq

([0
B

p—

1 ﬁ a—p
_ ( / wwdu) u(B)EE
B

Elevando a la ¢ — 1 y dividiendo por u(B)? a ambos miembros se tiene

e ([ < ([)”

Finalmente, multiplicando por w(B) se tiene que w € A, siempre que
w € Ay, como se queria probar.

Para probar (I11) consideremos w € A,, con 1 < p < oo, B una
bola en X y S C B medible. Utilizando la desigualdad de Holder y la
condicién A, para w existe una constante positiva C' independiente de
B al que

u(S) = / wrw” s dp
S

([ro) ([

Luego
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y tomando S = B(z,r) y B = B(z,2r) para algin x € Xy r > 0 se
p(B(x,1))

tiene
< w(B(x,r)) )’13
p(B(z,2r)) w(B(z,2r)) )

Finalmente, por duplicaciéon de u, obtenemos

=

<C

w(B(z,2r)) < Aw (B(z,7)),

con A = CAP y A la constante de duplicacién de p. Asi wdp cumple
con la propiedad de duplicacion. Il

Otra propiedad importante que cumplen los pesos en A, es conocido
como teorema de factorizacién de Jones (ver [Jon80]), el cual dice que
un peso w € A, siy sélo si puede reescribirse como w = wowi_p , con
wo,w; € A;. Veremos a continuacion una de dichas implicaciones, la
cual usaremos mas adelante. Si bien en la literatura se menciona como
valida, la prueba fue escrita recientemente en [Bon21|.

PROPOSICION 3.1 ([Bon21, Teorema 34]). Sea (X, d, ,u) un espacio
de tipo homogéneo y sean wy, wy € Ai. Entonces para cada 1 < p < 0o
se tiene que w = wow}_p pertenece a la clase A,.

DEMOSTRACION. Sean 1 < p < 0o y wg, w; € A; fijos. Considere-
— 1-p
mos w = wow; = y sea B una bola en X. Entonces

(o) (50" (ot (L)

Como w; € A; entonces existe una constante positiva C; tal que para
u-c.t.p x € B se satisface la desigualdad

< Cywy (),

ycomo1l—p<0

o<t (57)

para pu-c.t.p. x € B. Analogamente, como l%p < 0y wy € A se tiene
para pu-c.t.p. x € B
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donde () es la constante de la condicién A; para wg. Asi

I
<c(ig) ([ ) < (i) L d“)

= C(u(B))"wo(B) (wo(B)) ™ (wi(B)) ™ (wy(B))"™

= C(u(B))",
lo que prueba que w € A,,. O

Como consecuencia de la Proposicién 3.1 se obtiene el siguiente
resultado.

PROPOSICION 3.2 ([Bon21, Proposicién 35]). Sea (X, d, u) un es-
pacio de tipo homogéneo. St wY € Ay para todo 0 < v < 1 entonces
w? € A, para todo 1 —p< <1, conl<p< 0.

DEMOSTRACION. Para 1 —p < 8 < 1 definimos v = w. Dado
que 0 < v <1y 0< 11—+ <1, por hipdtesis se tiene que wy = w”
y w; = w'™7 pertenecen a A; y por la Proposicién 3.1, wow; * € A,.
Pero

wowifp — w N A=P) — ) 1=Py P — wﬁ,

por lo que w® € A, como se querfa probar. O

3.2. Resultados en espacios a-Ahlfors

El siguiente teorema nos provee de una familia de pesos a partir
del operador maximal de Hardy-Littlewood para espacios de tipo ho-
mogéneo. Cuando podamos describir el comportamiento del operador
maximal aplicado a una medida dada, obtendremos en forma explicita
dicha familia.

TEOREMA 3.2 (JACDT14, Theorem 3|). Sea (X,d, i) un espacio
de tipo homogéneo. Sea v una medida de Borel tal que M,v(x) < 0o
p-c.t.p. v € X. Entonces (M,v)" € Ay para todo 0 <y < 1.

DEMOSTRACION. Como M v < oo, siy = 0 entonces (M ,v)" =
Pero las funciones constantes no negativas ¢ son pesos de A; ya que
como vimos en el Ejemplo 3.1, M,,(c) = ¢, y el teorema queda probado
para este caso.

Si v # 0, por la Observacion 3.2, basta probar que existe una cons-
tante C' tal que la desigualdad

1 ~ v
s [y i )’

es valida para toda bola B en Xy p-c.t.p. x € B.

(18)
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Sean xy € X, ro > 0 fijos y B = B(xg,79). Definimos v; como
v restringida a B(xg,2Krg), esto es, v1(E) = v(E N B(xy,2K1y)) v
vo(E) = v(E N B(xg,2Kry)¢) es decir, vy = v — ;. Luego, para 0 <
v < 1, tenemos

(M) < (Myrn)" + (Mpuis)?,

y es suficiente demostrar (18) con vy y vs.

Como M, satisface la desigualdad de tipo débil (1,1) (ver Teore-
ma 3.1) y v es finita, podemos aplicar la desigualdad de Kolmogorov
(Lema 3.1) en (X, d, ) y obtener una constante C' tal que

/Ew,w dp < Cp(E) i (B)! = Cp(E)w(E 1 Blxo, 2Kr0))”,

para todo £ C X medible, de medida finita y que contenga al soporte
de V.

En particular, tomando F = B se tiene B N B(xy,2Kry) = By
para cada x € B

ﬁ /B (M) dyi < C (%)V < C(Mu(2)".

Para analizar M, tomemos y € By By = B(x;,r1) una bola
que contiene a y con vy(B;) > 0. Por definicién de vy debe existir
z € B; N (X\B(zg,2KTy)), entonces

2Ky < d(z,10) < K(d(z,y) +d(y, Io))
< K(K(d(z,ajl) + d(-l"l,y)) + 7"0)
< K(2KT’1 +7"0),

y tenemos que rg < 2K7ry.
Ahora bien, dado = € B,

d(z, 1) < K*(d(z,z0) + d(z0,y) + d(y, 1))
< K?(2ro +11)
< AK?r + K%y
<5K°ry,
por lo que B C B(z1,5K3%r;) y se tiene
v(B(z1,5K%r))
p(B(z1, 5K3r1))
Por otro lado v5(By) < ve(B(x1,5K%r)) < v(B(z1,5K%r)), asi
VQ(Bl)SI/<B(ZE1,5K37“1 ) (B x1, b K3r )
1(Bu) 1(Bu) (B(z1, 5K3r1))
p(B(z1,5K3r)) v(B(x1,5K%r))
B w(By) p(B(z1,5K%r1))’

< M,v(z).
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y como B es una bola arbitraria que contiene a y, por la duplicacién
de p, tomando supremos se tiene que

1(B(x1, 5K3r1))
1(Br)
donde [ es el minimo ntimero natural tal que 2! > 5K3. Elevando a la
potencia v e integrando con respecto a y obtenemos
1
n(B)

para cada x € B, como queriamos probar. O

M, a(y) < Mv(z) < AAM,v(z),

[ Myany i < A" Moty

Un primer ejemplo de familia de pesos obtenida a partir del Teo-
rema 3.2 es consecuencia del Ejemplo 3.3, donde estudiamos el com-
portamiento del operador maximal actuando sobre la medida delta de
Dirac, como veremos a continuacion.

PROPOSICION 3.3. Sean (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo,
xo € Xyl < p < 0. Luego, para —1 < f < p — 1 se tiene que
w(B(z,d(z, 1))’ € A,.

DEMOSTRACION. Sea g € X v dy la medida delta de Dirac en x.
Por lo visto en el Ejemplo 3.3 se tiene

1
M, 8o(x) = 1(B(z, d(z, 1))

Dado que p es doblante
1(B(z,s)) < u(B(z,s)) < p(B(x,2s)) < Au(B(z, s)),
)

y se tiene M ,0p(x) ~ ( (x, d(z, zo )) . Luego por el Teorema 3.2 y

el Lema 3.2 (1), u(B(z, d(z,20))) " € Ai(X,d, p), para todo 0 < v < 1.
Finalmente, tomando w( ) = p(B(z, d(z, xo))) 7 en la Proposicién 3.2,

M(B(x,d(a:,xo))) € A,(X,d,p)para—1 < f<p—lyl<p<oo. O

Observemos que en la proposiciéon anterior los pesos vienen dados
por la medida de bolas cuyo radio es la distancia a x(, es decir, al
soporte de la medida dy sobre la cual actuaba el operador maximal.
Si, en particular, nos encontramos en un espacio a-Ahlfors, para algin
a > 0, la expresién de la familia de pesos resulta ser d(x, ()", para
—1 < B < p—1, obteniendo una expresion que depende de la distancia
del punto al soporte de la medida.

Esta idea puede generalizarse, pensando en una medida soportada
ya no en un conjunto unitario, sino en un conjunto F' con la propiedad
de ser s-Ahlfors con una medida v dada, para algin 0 < s < «. Pa-
ra ello, deberemos analizar el comportamiento del operador maximal
aplicado a dicha medida y su relacién con la funcién distancia, como
veremos a continuacion.
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FIGURA 2

TEOREMA 3.3 (JACDT14, Theorem 7]). Sean (X,d) un espacio
a-Ahlfors con medida p para algin o > 0 y F C X cerrado. Si (F,d) es
s-Ahlfors con medida v, donde 0 < s < «, entonces para todo 0 < v < 1

se tiene (M,v(x))Y ~d(x, F)"¢=) € A;.

DEMOSTRACION. Como el espacio (X, d, i) es de tipo homogéneo,
por el Teorema 3.2 basta ver que M, v(z) ~ d(z, F)*™* p-c.t.p. x € X,
siempre que sea M, v(z) < oo p-c.t.p. z € X.

Consideremos primero el caso = ¢ F. Notar que por ser F' cerrado
entonces d(x, F') > 0. Luego, si 0 < r < d(z,F), B(z,r) N F = @
y por lo tanto V(B(:L‘,r)) = 0, dado que el soporte de v es F. Resta
calcular el operador maximal tomando supremo sobre r > d(x, ') > 0.
Para ello, como d(x, F) = inf{d(z,y) : y € X}, existe y € F tal que
d(z,y) < 3d(z, F). Luego, para z € B(z,r)

d(z,y) < K(d(z,z) +d(z,y)) < K(r + 2d(z, F)) < K(r + 2r) < 3K,

entonces B(x,r) C B(y,3Kr) (ver Figura 2). Asi, llamando ¢, y ¢, a las
constantes de las condiciones Ahlfors de (X, d) y (F, d) respectivamente,
se tiene

v(B(z,7)) < v(B(y,3Kr))
w(B(z, 7)) — p(B(z,r))
y se tiene M, v(z) < Cd(z, F)*~* para x ¢ F.
Por otro lado, si z € B(y, 3d(z, F)),
d(z,z) < K(d(z,y) +d(y,z)) < K(3d(z,F) + 3d(z, F)) = 2Kd(x, F),
por lo que B(y, 2al(az: F)) C B(x, 2Kd(x, F)) Entonces
v(B(z,2Kd(z, F)))
Muvie) 2 1(B(z, 2Kd(a: F)))

)
v(B(y, 3d(z, F)))
1(B(z, 2Kd(x F))

< e, (3Kr)’r™ < Cd(x, F)*™

)
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¢, (3d F))’
- cu(2Kd(x, F)*
= Cd(z, F)*.

Por lo tanto, si « ¢ F tenemos M, v(z) ~ d(x, F)*~°.
Si x € F notar que

V(B(x,r)) 1
1(B(z,)) = CuCy,

y tomando supremo sobre 0 < r < didm(F’) obtenemos M ,v(z) = co.
Esto no es un problema pues u(F) = 0 como veremos a continuacion.

Sea xy € F. Para cada n € N definimos F,, == F' N B(zy,n). Luego
p(F) <>°2, u(F,), y entonces basta ver que p(F,) = 0 para todo n.

Sean € N fijoy 0 < p < n. Como los espacios a-Ahlfors son
espacios de tipo homogéneo entonces satisfacen la PHD. Como F,, es
acotado existen a lo sumo N, puntos p-dispersos xy,..., 7y, € F,. Por

S—Q

la Observacion 2.4 se tiene que {B(z;, p)}f-vzpl es un cubrimiento finito
de F;, y entonces

Np

(19) p(Fn) < p(Bli p) < cup™N,.

i=1

Para hacer una estimaciéon de N, notemos que, como los puntos
ry,...,xy, son p-dispersos, B(z;, 2K)OB(SEJ, =) = Dsii# j. Ademas
UYe, B(x, 3%) C B(z9,2Kn), dado que si y € UYe, B(x, 57=) existe
1 <j <N, tal que y € B(zj,5%). Como ademds z; € B(zy,n)
entonces

d(y, zo) < K (d(y, z;) + d(zj, 7)) < g + Kn <2Kn.

Luego

P

N, (SSK) < Zl/ (74, 55)) = v (UB T, 57) > (B(xO,QKn)).

=1

Entonces N, < v(B(zo,2Kn))c,(2K)*p~ y de (19), se tiene
w(E,) < cuev(B(zo,2Kn)) (2K ) p*°.

Tomando p — 0 obtenemos u(F,) = 0 para todo n € N, como
queriamos probar. O

COROLARIO 3.1. Sean (X,d) un espacio a-Ahlfors con medida p
para algin o > 0 y F C X cerrado. Si (F,d) es s-Ahlfors con medida
v, con0 < s < a, entonces d(z, F)° € A, para s—a < B < (a—s)(p—1)
yl<p<oo.
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DEMOSTRACION. Tomando w(z) = d(z, F)*~“ se tiene por el Teo-
rema 3.3 que w” € A; para todo 0 < v < 1. Luego, por la Proposicién
3.2, se tiene w” € A, para 1 —p < n < 1. Pero w(z)" = d(z, F)”,
donde 5 = (s — a)n y al imponer las condiciones para 7, se obtiene
s—a<f<(a—s)(p—1), como se queria probar. d

3.3. Resultados en espacios mas generales

Recordemos que el Teorema 2.1 dado por [MS79] nos permitia
cambiar la topologia de un espacio de tipo homogéneo por otra equi-
valente que lo hiciera 1-Ahlfors. Con el objetivo de encontrar una clase
de pesos, cuando el espacio no es necesariamente Ahlfors, un camino
posible a seguir es analizar la correspondencia del problema en espacios
con estructuras geométricas equivalentes. Alli radica la importancia de
la préxima proposicion, en la cual se muestra que las clases de pesos
A, sobre los espacios (X,d, 1) y (X, 6, 1) son equivalentes, donde 0 es
la casi-métrica dada por el Teorema 2.1. Antes, se mostrarda un lema
que relaciona la geometria de estos espacios.

LEmMA 3.3 ([ACT14, Lemma 3]). Sea (X,d,p) un espacio de tipo
homogéneo con constante triangular K y constante de duplicacion A.
Si 0 es la casi-métrica definida por Macias y Segovia en el Teorema 2.1
y ¢ es la constante de la condicion 1-Ahlfors para (X, 9, p), entonces

(1) para toda d-bola B, existe una §-bola Bs tal que By C Bs y

1(Bs) < 2cp(Ba);
(1) para toda 6-bola Bj existe una d-bola By tal que Bs C By

y 1(By) < cA™u(Bs), con m un numero natural mayor que
log,(5K?).

DEMOSTRACION. Para probar (1) tomemos zq € X y ro > 0 fijos,
By = By(x,r0) y sea 1* = p(By). Como 2r* > 0 entonces por (13),

Bs(xg,2r") = U{B : B es una d-bola, zy € By u(B) < 2r*}.

Luego By C Bj(xo,2r*). Como (X6, 1) es 1-Ahlfors, si 2r* < p(X)
entonces se tiene también

pu(Bs (o, 2r)) < 2r* = 2cp(Ba).

En el caso 2r* > u(X) se tiene, por la Proposicién 2.1, que X estd
acotado. Luego la bola By := Bj(z,2 didms(X)) es la buscada, dado
que By C Bs =Xy pu(Bs) = u(X) < 2r* < 2cu(By).

Para ver (11) sean ty > 0, zg € X fijos y By = Bs(20,to). Basta ver
que existen o € Xy r* > 0 tales que

(20) p(Ba(wo,7*)) <to 'y  Bs(20,t0) C Bal(wo, 5K%r),
puesto que
p(Ba(wo, 5K°r*)) < A™u(Ba(zo, 7)) < A"ty < cA™pu(Bs(20,t0)),



46 3. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

con m > (log2(5K 2)} entero, donde hemos usado la duplicacion de p
para las d-bolas y la condicién 1-Ahlfors de (X, 9, ).
Para ver (20), sea

s =sup{r > 0: B es una d-bola con radio 7,29 € By p(B) < to}.

Si s < oo entonces existen 5 < r* < s y una d-bola By con radio r*
tal que zg € By y p(Bg) < to. Tomando zq el centro de By se tiene
que Bj(z0,t0) € By(wo, 5K?r*). En efecto, si y € Bs(zo,1y) entonces
3y, 20) < ty y existe una d-bola By(w,r) que contiene a y y a 2y con
medida menor que g y r < s < 2r*. Por lo tanto

d(y, z0) < K*(d(y, w) + d(w, z0) + d(z0, 39)) < K*(2r +1*) < 5K*r*,

Si s = 00, todas las d-bolas que contienen a z; tienen medida menor
que tg, y como podemos escribir u(X) = lim,, o p(B(z,n)) < to, para
algin x € X entonces debe ser 1 (X) < oo, y por la Proposicién 2.1, X
estd acotado. Fijando zy € X y considerando 7* = 2diam(X) se obtiene
(20), porque By(wg, r*) = Bg(zo,5K°r*) = X. O

PROPOSICION 3.4 ([ACT14, Corollary 4]). Sea w un peso. Enton-
ces, para 1 <p < oo, w e A,(X,d, p) siy solo siw e A,(X, 9, p1).

DEMOSTRACION. Sean w € A,(X,d, u) con p > 1, Bs una d-bola y
By la d-bola dada por el Lema 3.3 (11). Luego existen ¢ > 1y m € N
tales que

Lo (L)
([ o) (), o)

< (eA™)C,

donde ¢ y m sélo dependen de las constantes geométricas de espacio,
C es la constante de la condicién A, (X, d, ) para w y A la constante
de duplicacién del espacio (X, d, ).

Siw e Ay(X,d, u), nuevamente por el Lema 3.3 (11) se tiene, de-
notando por MZ y Mz al operador maximal actuando en el espacio
(X,d, ) y (X, 4, 1) respectivamente, que

w(Bs)
Bl Bsax H(DBs)
w(Ba)
Bi>z M(Bd)

donde ¢, m y A son como antes y C' es la constante de la condicién
A(X,d, u) para w.
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El caso p = oo se deduce de su definicion y de lo demostrado antes,
puesto que si w € A(X,d, ) entonces w € A,(X,d, ) para algin
1 <p < oo. Luego w € A,(X, 6, 1) y por lo tanto w € A (X, 9, p1).

Como By es arbitraria entonces w € A,(X, 4, ), para 1 < p < oo.
La demostracion del reciproco es andloga utilizando el Lema 3.3 (1). O

Ahora estamos en condiciones de describir una nueva familia de
pesos en A,(X,d, ) a través del operador maximal definido sobre el
espacio (X, d) 1-Ahlfors con medida p.

COROLARIO 3.2. Sea (X, ) el espacio 1-Ahlfors con medida p, don-
de 0 es la casi-métrica definida en el Teorema 2.1. Sea F C X cerra-
do. Si (F,d) es s-Ahlfors con medida v, para 0 < s < 1, entonces
§(z, F)P e A,(X,d, ) para —(1—s) <8< (1—s)(p—1) y1 <p < oo.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 3.1, 6(z, F)? € A,(X,§, ) para
—(1—=s)<p<(l=s)(p—1)y1<p<oo. Entonces, de la Proposicién
3.4, se tiene §(x, F)? € A,(X,d, 1) para los mismos valores de 3. O

Hasta ahora no hemos logrado prescindir de la casi-métrica § en
su totalidad. Si podemos obtener el peso en relacién con la métrica
original d y una condicién para el conjunto F' en (X,d) que resulte
equivalente a ser s-Ahlfors en (X, §) habremos obtenido una familia de
pesos en la clase A,(X,d, 1) independiente de la casi-métrica 9.

Para el primer problema tenemos el siguiente lema.

LEMA 3.4 ([ACT14, Lemma 8)). Sea (X,d, u) un espacio de tipo
homogéneo y 6 la casi-métrica dada por el Teorema 2.1. St FF C X es
cerrado, entonces

A'(z, F) < p(By(z,d(z, F))) < A'S(z, F),

donde A es la constante de duplicacion de i y | un entero positivo que
satisface | > [log,(3K?)], con K la constante triangular de d.

DEMOSTRACION. Six € F, d(z, F) = 0, y entonces, como F es ce-
rrado, debe ser By(z,d(z, F)) = {x}. Pero por ser (X, d, 1) no atémico
w(Bg(x,d(x, F))) = 0, entonces, por definicién de la casi-métrica d se
tiene d(z, F') = 0 y la desigualdad del lema se satisface trivialmente.

Sea x ¢ F. Como F' es cerrado existe 0 < € < d(z, F') y, como la
definicién de distancia a un conjunto viene dada por un infimo, tenemos
que para ese € existe yop € F tal que d(x,yy) < d(x,F) + . Luego
d(z,y0) < 2d(z, F'). Por otro lado, si B es una d-bola que contiene a
Ty a yo, entonces 0(x, F) < 0(x,yo) < pu(B). En particular vale para
B = By(x,2d(x, F)), y por la duplicacién de p

6(x, F) < p(By(w,2d(x, F))) < Ap(By(z,d(z, F))).

Para obtener la otra desigualdad, sea y, € F' tal que para algin
e >0, 0(x,y0) < d(x, F)+ ey B una d-bola que contenga a x y a yo



48 3. EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

con u(B) < 0(z,yo) + €. Luego
w(B) < d(z, F) + 2e.

Sean g € X y rg > 0 el centro y radio de B, respectivamente. Si
y € Ba(z,d(z, yo)), luego

d(y,z) < d(z,y0) < K (d(x, z0) + d(z0,90)) < 2K,
y por lo tanto
d(y, z0) < K (d(y, z) + d(z,20)) < 2K*ro + Kro < 3K?rq.
Entonces Bg(x,d(x,0)) C Bg(ro, 3K?rg) y como p es doblante se tiene

p(Bale, (e, F))) < p(Bale, d(e.0)))
§ ;L(Bd(il,‘(), 3K2T0))

< Al,u(B(xo,ro))
< AN(8(z, F) + 2¢),

donde [ > (log2(3K 2)} es independiente de . Tomando ¢ tendiendo a
cero se obtiene lo que queriamos. Il

Finalmente la condicién para el conjunto F' en (X, d) que resulta
equivalente a ser s-Ahlfors en (X, 0) es la de ser s-dimensional, como
veremos continuacion.

DEFINICION 3.6. Sea (X, d,u) un espacio de tipo homogéneo. Se
dice que F' C X cerrado es s-dimensional con respecto a u, para
algin s > 0, si existen una medida de Borel v soportada en F' y tres
constantes ¢i, ¢z, c3 > 0 tales que para todo x € F'y 0 < r < didm(F),
se satisfacen las siguientes dos condiciones:

(D1) para todo t > 0 tal que u(Bg(x,t)) < r, se tiene que
v(By(z,t)) < err;

(D2) existe una d-bola By que contiene a x con pu(By) < cor'y
v(Byg) > car®.

TEOREMA 3.4 ([ACT14, Theorem 9]). Sean (X,d, ) un espacio
de tipo homogéneo y F C X cerrado. Entonces F' es s-dimensional
con respecto a p para s > 0 si y solo si F' es s-Ahlfors en (X, §) con
medida v.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que F' es s-dimensional con
respecto a p con medida asociada v y probemos que F' es s-Ahlfors en
(X,0) con medida v.

Sean x € F'y 0 < r < didmgy(F). Si By es la d-bola dada en la
Definicién 3.6 (D2) y ¢o < 1 entonces se tiene por lo visto en (13) que
By C Bs(z,r). Luego

v(Bs(z,r)) > v(Bg) > csr’.
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Si ¢z > 1 se toma By la d-bola dada por (D2) para 7= = < didmg(F).

Entonces By contiene a x, pu(By) < cof =1y v(By) > ¢s%, por lo que
2

By C Bé(‘ra T) y

S

v(Bs(z,r)) > v(By) > ng—g.

Tomando ¢ = max{c;',c5c;'} se tiene, para cualquier € F y cada
0 < r < didmy(F'), que

(21) v(Bs(z,r)) > o

Para ver que se satisface la otra desigualdad de la condicién Ahlfors
para (F,d) con respecto a v, notar primero que

(22) Bs(x,r) C | Ba(a, 1),

teT
donde T' = {t > 0 : p(By(z,t)) < A™r}, con m > [log,(3K?)| entero
y A, K las constantes geométricas del espacio (X,d, u). En efecto, si
y € Bs(x,r) entonces existen z € Xy ¢ty > 0 tales que z,y € By(z, 1)
y pu(Ba(z,t9)) < r. Por lo tanto

d(z,y) < K(d(z,2) +d(z,)) < 2Kt,

de donde se tiene y € By(x,2Kt).
Veamos que M(Bd(x, 2K to)) < A™r para algun m. Consideremos
w € By(x,2Kty).

d(w,z) < K (d(w,z) + d(z,2)) < 2Kty + Kty < 3Kt
Luego
M(Bd($, 2Kt0)) S u(Bd(z, 3K2t0)) S Am,u(Bd(Z,t())) S Amr,

con m > [log,(3K?)| entero.

Sea t* = supT. Si t* = 0o, entonces para todo t > 0 se tiene que
p(Ba(z, 1)) < A™r < 2A™r, y asi v(By(z,t)) < e1(2A™r)*, cualquiera
sea t > 0, por la Definicién 3.6 (D1). Ahora, dada Bs(z, ), por el Lema
3.3 (11), existe una d-bola By (la cual estard contenida en By(z,t) para
algun ¢ suficientemente grande) tal que Bs(z,7) C By, de donde se
sigue que

v(Bs(z,1)) <v(Bg) < c1(2A™r)?,

como queriamos probar.
Podemos suponer entonces t* < oco. Por (22) se tiene

v(Bs(z,r)) < 1/( U Bd(m,t)) < v(Bqy(z,t")).

Notar también que p(By(z,t*)) < A™ lr, pues para t € T tal que
t < t* < 2t tenemos By(z,t) C By(x,t*) C By(x,2t) y por la propiedad
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de duplicacién de p se tiene u(By(x,2t)) < Au(Bg(z,t)) < A™Fir.
Entonces, si A"y < didmgy(F), por la Definicién 3.6 (D1) se tiene

(23) v(Bs(z,r)) < v(Ba(z,t)) <o (Am+1r)s =Cr®.

Si el conjunto F' es acotado entonces la desigualdad (23) es valida
para r < A~(™Ddidm,(F). Por la Observacién 2.5 y lo demostrado en
(21) se tiene que (F,0) es s-Ahlfors con medida v.

Si F' es no acotado, como didmg(F) = oo entonces (23) es valida
para todo r > 0 y junto con (21) se tiene que (F,d) es s-Ahlfors con
medida v.

Para el reciproco, sean © € F'y r > 0. Por hipdtesis existe una
medida de Borel v soportada en F'y una constante ¢ > 1 tal que

< I/(Bg(x,r)) <er®,

si r < didmgs(F'). Sea r < v(F), y supongamos que existe t > 0 tal que
wu(Bg(z,t)) < r. Entonces By(z,t) C Bs(xz,7)y

v(Ba(z,t)) <v(Bs(z,r)) < cr’,

luego (D1) se satisface tomando ¢; = c.

Para ver (D2) consdieremos (de la prueba del Lema 3.3 (11), p. 45)
zg € Xy r* > 0 tales que pu(Bqy(wo,r*)) < ry Bs(z,r) C By(zo, 5K>r*).
Tomando B = By(zg,5K?r*) 3 x, se tiene que pu(B) < A™r y

v(B) > v(Bs(z,r)) > ¢ ',

con m > [log,(5K?)] entero. Luego (D2) se satisface con ¢z = ¢y

Cy = A™.

Solo falta considerar el caso v(F) < r < didmy(F'). En esta situa-
cién tenemos que v(F') < oo, y por la Proposicién 2.1 didmgs(F) < ooy
por el Lema 3.3 se tiene didmy(F') < oo. Usando un argumento andlo-
go al de la Observacién 2.5 para la definiciéon de ser s-dimensional con
respecto a p se tiene lo buscado. O

Concluimos esta seccién con el siguiente teorema, cuya demostra-
cién es consecuencia de lo visto previamente, el cual nos da la nueva
familia de pesos en una clase de Muckenhoupt en un espacio no nece-
sariamente Ahlfors.

TEOREMA 3.5 ([ACT14, Theorem 1]). Sea (X,d, ) un espacio de
tipo homogéneo y F' C X cerrado s-dimensional con respecto a p para
0<s< 1. Entonces

w(z) = p(B(z.d(z, F)))”

pertenece a A,(X,d, ) para todo —(1 —s) < f < (1 —=s)(p—1)y
1 <p<oo.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.4 se tiene que F es s-Ahlfors
con respecto a la medida v de la Definicién 3.6. Del Lema 3.4, se tiene
la equivalencia i(Bqy(z,d(z, F))) ~ 6(z, F), donde 6 es la casi-métri-
ca del Teorema 2.1. Finalmente, por el Corolario 3.2, obtenemos que
p(Baw,d(z, F)))” € Ay(X,d, ) para —(1—s5) < < (1—s)(p—1) y
1 <p<oo. U



Conclusiones

En este trabajo desarrollamos los conceptos de métrica y casi-métri-
ca, comprendiendo las diferencias que conllevan mas alla de la defini-
cién. Vimos que casi-métricas equivalentes generan la misma topologia,
lo que nos permitié usar la mas conveniente en cada caso.

Primero, en el Teorema 1.1, vimos un resultado de Macias y Segovia
donde una casi-métrica adecuada garantiza que las bolas abiertas sean
conjuntos abiertos. Para dar una escritura cuidadosa de la demostra-
cion de este resultado estudiamos el lema de metrizacion de espacios
uniformes y lo modificamos en el Lema 1.3 para que se adecuara a las
hipétesis requeridas por el teorema mencionado.

En una segunda abordamos el estudio de los espacios de tipo ho-
mogéneo y, en particular, de los espacios a-Ahlfors. Si bien todo espacio
a-Ahlfors es un espacio de tipo homogéneo, vimos, a través de un ejem-
plo, que no todo espacio de tipo homogéneo es a-Ahlfors. Nuevamente,
Macias y Segovia nos proponen una casi-métrica que induce al espacio
una topologia equivalente a la del espacio de partida obteniendo asi
un espacio 1-Ahlfors. Hemos estudiado y escrito dicho resultado en el
Teorema 2.1.

Para concluir el trabajo y con el objetivo de dar una aplicacién
de lo estudiado, hemos hallado una familia de pesos en la clase de
Muckenhoupt A,(X, d, 1) independiente de las casi-métricas dadas por
Macias y Segovia. Para esto, estudiamos en el Capitulo 3 el operador
maximal de Hardy-Littlewood y con los Teoremas 3.2, 3.3 y el Lema
3.4 logramos hallar equivalencias que nos permiten traducir problemas
entre ambos contextos para elegir trabajar en el &mbito més conocido.
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